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内 窜 提 要 


作者 自 1952 年 以 来 在 多 复 变 数 库 数 艇 方面 发 表 过 许多 巷 广 ,本 审 包 括 这 些 险 女 
的 主要 桔 果 及 一 些 何 未 发 表 的 粘 果 。 

在 第 一 章 中 ,证 明了 一 系列 的 过 等 式 ; 第 二 章 是 关于 烃 障 积分 的 计算 ; 第 三 章 是 
方 障 极 坐标 改 示 法 及 特征 党 形 的 体积 的 谢 算 ; ERRATE Cauchy AR; 
NE E-SE EXN Bi 2025; 第 六 便 是 对 称 必 娃 对 称 方 阵 双 曲 绝 天 的 油 和 分 
析 ; 第 七 章 是 超 球 双 曲 空间 的 月 和 和 分析。 
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定价 (10) ARERR 1. DE 
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本 书包 括 了 作者 对 多 复 变数 画 数 论 的 一 部 分 系 糙 的 研究 ， 其 主要 部 分 先后 (从 1949 
年 至 1955 年) 发表 在 我 国 的 “数学 学 报 ” 上 (一 些 初步 报告 发 表 在 “苏联 科学 院 报告 "上 ). 
除 和 综合 ,改组 增补 、 修 订 的 工作 之 外 ,还 包括 了 一 些 新 结果 。 

DERE 1955 年 的 中 国 科学 院 第 一 次 学 部 会 凡 上 书面 宣 莽 ，1956 年 货 在 第 三 届 全 
苏 数 学 会 上 宣读 . . 

这 一 系列 的 工作 在 某 种 意义 上 可 以 说 是 完整 的 。 但 是 从 1957 年 初 ,另外 一 些 和 线索 又 
在 开始 发 展 , 那 就 是 与 调和 夯 数 有 关 的 ,与 偏 微 分 方程 有 关 的 ,与 从 表示 论 有 关 的 各 方面 ， 
并且 已 经 完成 了 车 二 工作， 其 中 很 大 一 部 分 是 和 陆 启 妊 同 志 合 作 的 .为 了 将 来 再 准备 出 
专集 ,本 书 中 将 不 包括 与 那些 有 关 的 部 分 . 

作者 尽量 设法 使 本 书 自 答 自足 ， 除 掉 乍 表示 论 的 知识 以 外 ， 并 不 需要 太 多 的 专 阳 知 
3. 
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$1。 典型 域 
本 文中 所 讨论 的 典型 域 是 指 以 下 的 四 种 域 : 
第 一 种 是 m 行 n 列 的 和 矩 障 双 曲 空间 ,今后 以 R 表示 EEH m £? n 列 的 复元 束 
矩阵 Z 之 适合 于 条 件 
I — ZZ' > 0 


者 所 租 成 ,此 处 IO 表示 m 行列 的 单位 方 阵 ，Z' 表示 由 Z IAEA 
H BEBE , BUH EE n 行 m A, m H 是 一 个 Hermite BRE, AA H > 0 322 H E 
定 正 的 . . 
BOIE n TARRA RAN a, 今后 以 Ru 表示 。 它 是 由 ”行列 的 复元 素 
对 称 方 阵 Z 之 适合 于 条 件 
Im — ZZ >0 
者 所 租 成 . | 
PERE n {TAHRAN AER, SEA Wut RR, CEH z 行列 的 复元 
素 匀 对 称 方 阵 Z 之 适合 于 条 件 
I + ZZ> 0 
者 所 租 成 . 
第 四 种 可 以 称 为 Lie 球 双 曲 空间 ,今后 以 Ry AR. EEH z ( > 2) METRE 
z( = Czn >t, zs)) 之 适合 于 诸 条件 l | 
|zz|?2 + 1 — 2zz > 0 
及 
|z=] < 1: 
者 所 和 组 成 . 
这 四 种 域 的 内 数 (复数 稚 ) 各 为 mm; n (a +1), 一 n(n — 1) 32 n. 最 后 一 种 , 作 


KERER (华罗庚 [3] ) 它 册 可 以 表 成 为 2 X n ZERAMANA. AEN p 
都 可 以 归 入 作者 所 研究 过 的 矩 障 几 何 的 范畴 之 中 . 

1935 #E E. Cartan [1] 鲁 炙 算出 :可 递 的 不 可 分 解 的 园 对 称 域 仅 有 六 种 可 能 性 ， 除 以 
上 的 四 种 之 外 还 有 两 种 ,其 一 是 16 维 的 某 一 种 袜 间 , 另 一 是 27 维 的 某 一 种 空间 ， 从 维 数 
可 以 看 出 这 两 种 域 是 异常 特殊 的 ， 后 经 A. Bore [1] 指出 , 具体 有 效 地 定 出 这 两 种 域 还 
是 问题 。 因 此 一 般 说 来 ,以 上 所 提出 的 四 种 域 在 具体 地 研究 多 变数 画 数 窒 时 ,是 有 它 的 特 
殊 重 要 意义 的 , 于 是 仿 典 型 价 的 名 称 我 们 称 它们 为 典型 域 ， 本 文 的 目的 就 在 于 具体 地 研 
究 这 些 典型 域 的 调和 分 析 问 题 . 


2 ZAER AE rh R IA 15 r 


$ 2， 城内 的 正常 正 交 条 
以 z 代表 + 个 复 变 数 所 成 的 矢量 ; % 代表 这 维 复 空间 的 一 个 简单 域 . 适合 于 


J 172 < e 


的 在 R WL BU 3k f(z) 成 一 类 ,以 孚 表 之 ,此 处 积分 过 域 % 的 全 部 ,2 一 |] (dx, dy), 
_ k=1 

而 z = (z, `` ', Za); zk = xk tiyr. S. Bergmann [1] ERRER: P 中 有 一 完整 正常 正 

交 系 存在 (关于 证 明 可 大 考 Dyke [1]), 朗 P 中 有 一 画 数 其 


Polz), Pilz), t, @,(2), °° 
存在 ,使 


— . _ 1, 洲 v = n, 
Loor] 着 


BEHAR Y» RE 
J i PC) # = o, s= 0,1,2, "°, 


HU B 中 的 解析 画 数 f(z) ETF 虽然 有 这 样 一 般 性 的 定理 , 但 对 一 实际 域 来 具体 定 
出 一 个 完整 正常 正 交 系 并 不 简单 .本文 的 目的 之 一 在 于 狂 与 具体 方法 定 出 典型 域 中 的 完 
整 正 常 EXA. 

3. 墓 表 示 论 的 一 个 问题 

习 知 ,这 四 类 典型 域 都 是 圆 型 域 。 不同 次 数 的 多 项 式 是 相互 正 变 的 ,所 以 我 们 的 主要 
考验 在 于 把 同 次 数 的 多 项 式 分 解 为 相互 正 交 的 系 ， 更 清楚 些 , 命 x = (m tty zn) 表 一 
矢量 ,zf RA 、 


为 支 其 的 矢量 ,这 矢量 的 维 数 是 


rt Datil—D); 


命 
w = zU + 次数 大 于 1 的 项 
RER 变 为 其 自己 且 使 原点 不 变 的 变形 , 此 U 成 一 n 行列 方 阵 的 价 ， 此 奉 也 以 U 代 
B. 在 z 中 上 引出 了 一 个 变形 , 宅 的 线性 部 分 的 方 阵 U 呈 是 U 的 一 个 表示 , 这 是 化 UU 的 
1 KEI (Kronecker's power product)， 把 UV 分 解 为 不 可 化 的 支 量 , 对 应 地 分 解 了 线性 空 
间 zU 在 这 样 的 考虑 之 下 , 我 们 引出 了 以 下 的 与 重 表 示 芥 有 关 的 问题 . 
M n 行列 的 一 般 线 性 再 GL, 出 发 , 命 h, to fa 代表 n CRR, HEAT 


hha > fa 2: 0. 


Ao a s Om GINEN ADRAR wan, ANRA, ARSA ARDE PA Taara ee = = view 


导 = 3 
对 GL, 中 的 一 个 元 素 X, 在 GL, 的 标签 为 (f; "ta fs) 的 表示 法 中 ,有 对 应 元 素 


Ay... t CX); 


ERITAZGER M NGo to f) RE. RAER, EE—DRT DRRR. *u 
3X5— 38 GLw HERE 


Banes (Y) 5 
显然 


仍然 是 GL。 的 一 种 表示 法 . 我们 现在 所 提 的 问题 是 以 上 前 合 表 示 可 以 分 解 为 那些 不 可 
分 解 的 直 和 ， 这 个 一 般 性 的 问题 本 身 是 一 个 有 趣 的 代数 问题 ,本 文中 未 能 完全 地 解决 它 . 
但 侯 侍 的 是 本 文 所 用 到 的 一 些 特例 ? 确 已 完满 地 解决 了 ， 

$4. 方 障 的 极 坐 标 

在 运用 奉 吉 示 的 方法 闭 得 了 正 交 系 之 后 ,我 们 又 遇 到 另 一 个 困难 问题 ,就 是 具体 地 算 
出 正常 化 系数 的 问题 ， 为 了 这 个 目的 ,在 进行 具体 奔 算 时 , 引进 了 一 个 工具 , RIRES 
方 阵 的 极 坐 标 ， 例 如 ,我 们 已 知 任 一 复元 素 的 对 称 方 阵 Z 可 以 表 成 为 


Z=UAU 
(华罗庚 [1]), 此 处 U 下 示 西方 阵 , 4 夫 示 对 角 线 方 阵 ,其 对 角 线 .上 的 元 素 是 A. … Aas 


RRK, XA RARE 2 与 (i) 中 的 一 元 素 及 一 个 4 是 一 一 对 应 的 。 这 方 阵 A 可 以 称 
为 Z kmg. m U 可 以 称 为 辐 角 部 分 ， 关 于 由 Z 到 宪 的 极 华 标 之 间 的 具体 计算 关系 (如 
图 数 行列 式 符 ), 在 本 文中 都 已 算出 。 本 文中 开 列 出 车 干 虽 与 本 文 主题 无 直接 关系 但 属于 
同一 范畴 的 一 些 与 矩阵 极 坐 标 有 关 的 运算 ， 

$ 5。 积分 的 具体 算出 

一 些 积分 的 具体 算出 也 是 本 文中 的 一 个 环节 ， 例 如 我 们 算出 了 所 有 的 四 种 域 的 欧 几 
里 得 体积 , 这 些 公式 不 在 绪 导 中 一 一 枚 举 。 但 我 们 必须 提出 其 中 的 一 个 , 即 我 们 算出 了 : 
汝 wxc>> 一 1, xx 二 8B> 一 二 时 ， | 


j. (1 — zz 一 V(GGzZ):—|s z Da — zz + V (Sr): — |e P š 
IV 


_ m T (a + 1) 
27a + B + xn) T'(a + n) ` 


从 这 一 积分 可 以 得 到 当 人 < 1 PF, 


— 2 Z. RN- > = m" (1 — R) 
j. C 22 tler Dre G 2 NT 


1) 在 作者 获得 这 些 精 果 以 后 ,自学 复 烙 授 描 出 ，Thrall (Thrall [1]) 也 便 得 出 这 一 桔 果 ,但 他 所 用 的 方法 与 本 
书 中 所 用 的 方法 完全 不 同 。 特 此 致 出 。 


De 


— 


4 多 复 变 数 图 数 答 中 的 典型 域 的 调和 分 析 


这 解决 了 作者 在 1546 年 所 提出 的 一 个 问题 ， 即 在 hv 城中 Poincaré BER MAEA 
> 1 一 二 ,天 且 这 是 最 好 的 结果 . 


5 6， 特征 流 形 | 

关于 特征 流 形 有 两 种 定义 一 是 由 极 大 值 原理 出 发 的 ; 另 一 是 由 决定 性 出 发 的 。 换 
EZ AREE € 是 R 域 的 边界 上 的 一 部 分 。 前 者 是 说 , 凡 R 内 的 解析 图 数 都 在 C6 上 取 
BAKERE HEAR € 上 的 任 一 点 , R 中 一 定 有 一 解析 画 数 在 该 点 取 极 大 值 。 后 者 悬 说 ， 
一 个 R 内 的 解析 画 数 ,如 果 已 知 它 在 € 上 的 值 ,那么 宪 就 叭 一 决定 了 .不 难 证 明 , 前 者 的 
性 盾 包 括 后 者 的 性 盾 ;前 者 所 定义 的 流 形 是 唯一 的 ,而 后 者 不 一 定 。 我 们 可 以 提出 适合 于 
后 者 而 不 适合 于 前 者 的 例 . 今后 我 们 所 指 的 特征 流 形 是 专 指 由 极 大 值 原理 出 发 的 情况 ， 

现在 我 们 列举 典型 域 的 特征 流 形 . 

域 R 的 边界 上 适合 于 ZZ = I 的 矩阵 Z 成 一 特征 流 形 6&1。， 当 m 二 n 时 ,61 是 由 
所 有 的 n 行列 的 西方 阵 所 获得 的 , ©1 EERE T w 一 (n 一 my = m (2n 一 m) (IE 
ÉE zn 2 m). 

域 Rr 的 特征 流 形 Ci 是 适合 于 ZZ=I 的 对 称 方 阵 所 成 的 流 形 . Ci 的 实 维 数 等 


F-n (n+ 1). 


(R 5 telebe C SSRA: E n EBR, CREEKA SLST Pk TS Jy BE EN 

成 的 集合 , 它 的 实 共 数 是 二 nn 一 D: 38 n ”是 奇数 , 它 就 是 由 形 如 
UDU’ 
的 斜 对 称 方 阵 所 租 成 的 集合 ,此 处 过 所 有 西方 障 而 
0 1 : : 0 1 . 
p= (°, I) (A 1) +o, 

它 的 实 维 数 是 一 nz + 1) — 1, 

域 iv 的 特征 流 形 是 由 形 如 

e? (xi, `... xz) 
的 矢量 所 和 组 成 的 ;此 处 (<, tl. x.) 中 的 ra, V, xs 都 是 实数 , 且 适 合 于 
å+ +G =1. 

ERR Lab 3dr'iB6— SB IE22E2FBIECE. 这些 流 形 E(Gi, .… , Civ) 都 是 一 种 齐 性 
空间 (Homogeneous space)， 且 可 由 域 % 的 雾 点 稳定 琴 变 6 的 一 点 为 另 一 点 。 关 于 齐 性 
空间 已 有 一 般 性 的 理论 (如 E. Cartan [1] ，H. Weyl [1], A. Weil [1])， 但 本 文 的 着 眼 点 
如 $$ 2 一 3 所 述 ,在 于 具体 算出 其 上 的 正常 正 交 系 , 当然 也 遭 下 到 同样 的 困难 . 


§7. Cauchy 公式 及 Poisson 公式 
和 .上 一 问题 有 联 带 关系 的 是 Cauchy 公式 及 Poisson yR. HARRER: ER 办 有 


— SENE TETA 
Plz), Q (z), ”3 @,(z), `... 
这 一 组 可 用 如 次 的 取 法 使 当头 请 时 ， 


人 PLE PE É = 0. 


命 
f PDRE = p 
ç 
及 
H(z,Ë) = > Pu(z) PẸ) , 
v=0 P» 


则 Cauchy 公式 的 形式 是 
Ha) = | HGD KO. 


这 一 公式 当然 对 Rı, Rn, Rus Riy 都 是 正确 的 ， 我 们 还 证 明 了 一 些 更 一 般 的 结果 . 
在 Cauchy 公式 中 命 fle) = ulz) H(w,z), 旧 可 以 得 到 


“(2) HC) = | nG; uE) HGE) É, 
取 w = z, BH Poisson 公式 : 


J= ù HCE HG@) , 
o= f, aa OE 


对 于 在 % 的 天 包 上 解析 的 画 数 wx(z) ， 上 式 成 立 . 但 有 了 这 一 公式 ,我 们 就 不 一 定 要 假定 


x(z) 是 解析 的 了 .我 们 可 以 定义 : 对 于 任 一 在 5 LERRA (E), 由 Poisson 积分 
就 定义 出 一 个 画 数 , 称 为 R 域 的 纤 和 画 数 ， 

. 因此 建 识 内 典型 域 上 的 调和 画 数 的 研究 ， 当 然 这 并 不 是 R 域 的 调和 画 数 的 最 好 定 
义 ,我 们 应 当 找 出 偏 微 分 方程 来 刘 划 这 种 襟 秃 数 , 兰 且 解决 相应 的 Dirichlet 问题 。 本 
书 仅 在 第 五 章 中 略 提 一 下 , 群 尽 的 研究 将 见于 华罗庚 、 陆 启 鲍 [2] 合 作 的 工作 中 ， 


EE 
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5 1.1. 代数 恒等式 
假定 n 之 2, 命 


DGa, mx) 一 D G; — xəƏ. 


1<i<i<s 
定理 1.1.1. 我 们 有 恒等式 
AT aR t ha 


Ion x 
> RSS 


本 (1 一 对 ) Ai) o A ah i o) 
D(z, ` 5 Xn) 
` 5 
H (1 — x; x;) 


1<i<;<s 


HEAR iis t25 `n Jam 1, 2, "7 之 排列 而 得 , E iotz ,in 是 1, 2, setn EHS 
HAAI SER 二 1; 洲 是 奇 排列 , 则 5 二 — 1. 


定理 1.1.2， 命 ，= | 工 > | ， 我 们 有 恒等式 


(1.1.1) 


Le x 
2 a * (1 — ra zi) (1 — xn za xi xi) `° (1 — xi `" Xi) 
— _ D(z ttt, 2a) 
(1—xx) 
1<i<i<s 
EREL ARRE SRH, 我 们 需要 一 些 与 Vandermonde 行列 式 有 关 的 不 
MERER. JAN 


(1.1.2) 


1, 1, e., 1 
Yis Xis tts Xn 


D(mixa t g) = (11E O 2 2 n (1.1.3) 
pT, zt, PE p 
f D; = D(x1， ``", Xi-b Ü, Xiti `" "> xn， 不 难 证 明 
a D(x1, *** > £n), #l=0, 
> xi D: = 0, #1<l<Ln—1i, (1.1.4) 
i=l 


(—1)”” D(x,; eer, Xn) Xis °` ° `> Xn; #F I =n. 


2. ei DE Od rt ti MME i 
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又 由 于 
| x x; x, 
1 一 Xl 1— X2 1 — Xn 
Xis £23 3 xs 
zp, xz, xz" 
Xis %23 °... x. 
1 u" xi(1 一 xi); x,(1 一 x), `. xs (1 一 Xa) 
T (1 — xi) 和 
m PU — z), PAO — x), e, z — z) 
= (—=1)7 Hine- i “Xs Dlx tt, x); 
H G — x) . 
i=1 
可 知 
> D; r = (—1)”” -过 一 人 D(xi, ete, Xn). (1.1.5) 
i=1 IL G — x) 
i=1 
在 此 式 中 换 x; 为 一 x;, 可 知 
> D; T = ii D(x1, "*"*y Xa). (1.1.6) 
i= T (1 + x) 
将 〈1.1.4) 式 中 71 = 0 时 的 等 式 与 (1.1.5) 式 相 加 ,可 得 
z ` 1 1 ° Xa . 
, 之 Diggy = Dt tn) fı ODT p = . (11.7) 
=i (1 — x;) 
i=1 
也 易 得 | 
` z 1 -fa 
> D: I +L = D(x1y tt, Xn) fı 一 5 =) . (1.1.8) 
7 . (1 + x) 
i=1 


根据 这 些 桔 果 , 我 们 可 以 走 明 定理 1.1.1 及 定理 1.1.2. 
定理 1.1.1 的 证 明 : 当 w 一 2 时, (1.1.1) 式 之 左 为 


_ Xi o — Xz 
(1 — x!) (1 — x 2) (1 — x 


— = (xi — xx) (1 + rr) 
2) (1 一 xix) (1 — xi) (1 — x) (1 — rir) 


8 多 复 变数 函数 舱 中 的 典型 域 的 调和 分 析 
_ x1 — x; © Dle x) 
— GI— D) naL M G x <)? 
1<i<;<2 


故 当 n = 2 时 定理 成 立 . TARERE ERER IEE a 一 1 时 定理 成 立 ;, 则 有 


> Ya re Xh Kis Kina _ 
Iso in hI; 一 xi) a 一 xi, Xia) (1— Xi Xi ) 
n pl yn... ex 
n-a arhe ati aen no -5 7 tn- o a e — 
= > 1) 之 ma in aZ aAa Aa A 
n 
xi `` Xn 
= —1 yxa — “l _ 2 
OD™ Ha) * 
n— N33 。。。 ¿1 
x at sp: a-ha ati» Xi “Xh Xin-a 
23 TA) oe ahn XZ.) 
= Eey a Ds scu feris 11, 22) 
= lO) (1 — x; x;) 
1<;<i<n 
ia, ia 


1 n n 四 、 
=- D. (1 — x; xa). (1.1.9) 
(1—xi x) M G — xx) a H 
1<;<;i<n 


因为 
[IL G -sz = È as, 


i=l 


此 处 诸 oi 是 x ty xs KIERR, a (1.1.4) 式 可 知 


S p, [| (1 — x; xa) = > Da > == = >; oi ` Dax! 
a=1 i=l a=1 i=0 {=0 & 一 1 


= D(x, e-t, Xn) + (—1)”x( ° xp: (—1)”™! D(x, `. Xn) x Xn 
= D(xi, t-t Xn) (1— ritti h). 


将 .上面 的 结果 代入 (1.1.9) 式 ,部 得 定理 1.1.1. 
定理 1.1.2 的 证 明 ; H n= 2 BF, (1.1.2) 式 显然 成 立 . 人 4 用 归纳 法 证 明 本 定理 ， 假 
定 当 n 一 1 时 定理 成 立 , 则 有 


#—=l n=? 


> OY” Kis Xis ` E 
fas" in — 
Ir tsin 


(1 — xà" Xia) (1 一 Xi, Xia Xis Xia) (I= zn Zis w) 


n=l nm2 ，. l 


一 < —13m— NY abro 4 ls0 b: Xi ta Kins o 
OD™ SY 0) 0 


" = Xi, Xis Xia tia) ' 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 ore o a- AT.. ARRE A x ESRR EERE: i k Aa aia RES R ANS e Raa = i o s s 
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n jg xote Xn 
_ 之 (一 1) Zall — sx): ° tn) x 


n—2 1 
x Ober is (1.1.10) 
,之 nai G — Xi Xia) (1 一 Xh Yia Yig Xia) .. ? 


此 处 s 的 定义 如 下 : 洲 ”是 奇数 , 则 e = 0; 车 > 是 偶数 , 则 s= 1， 由 归 录 法 的 假定 ,内 
和 等 于 
I! (1 一 Xi Xa) 


站 (xi Xamis Xa+1) ` ` 5 Xn) i=1 


II (1 — x; xi) l i— xa 


1<í<i<n . 


A (1.1.10) 式 , 可 知 (1.1.2) 式 之 左 方 等 于 


T (1 — x; x.) 


` Oean D(x1y ' 5 Xamis X22457 5 Xa) i=l 
(一 1 一 Xl x . 5 > > > > _ . _ 
之 ze 人 1 一 ez ` ° £n) I G — x x) 1 — < 
1<i<;<x<n 
1 kd D, z 
= - -- ; (1 — Xi Xa) 
(1 一 ex xO TH dn Sra Ji 
'1<i Ci f 
1 Z 2 De xa 
= — z -， (1.1.11) 
Gentes HP G — x; x) > (人工 一 和 
1<i<i<n 
今 分 三 种 情形 讨论 (1.1.11) AZAM: 
1) 1 是 奇数 ,由 于 , 
: A Sa taat +a), 
一 Xa - 
故 i 
—_ a = 2 十 yA x TY ) 
和 二 I+ x° 
利用 (1.1.4), (1.1.5) Æ (1.1.6) 可 知 l 
a D. xa ` — i kid (- xa Xa )p 
之 工 一 如 7È 1 + x, l — x; Å 


f — n=] ; 
= DGo aa (1.1.12) 
-`H G — x) H G + x) 


i=l i=1 


2) 当 1 是 正 偶数 时 ,由 于 


dom = l+ + tai, 
1 — x, 


` 


paara sS AARIA a ve AE OBA p RNEER wes nasa lota -se 
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一 一 下 一 二 1 十 避 十 … += 一 二 (一 一 +—1 ). 


1 — x2 1 — x. 1 + x, 


利用 (1.1.4), (1.1.7) 及 (1.1.8) 可 知 


S Diad + y De dhi toon AI 全 | 
开 (1 — x) lH (1 + x;) 


= E Dhe yxa) i f. CD” L | . (1.1.13) 
H (1 — x; TI (1 + x;) 
. 3) 4 = 0 时 有 I 
d D, 1 < 1 1 
Eras r=). 
— n=l 
= D(xi Xr) 十 一 OR ` ,Xn) xi < £ ZD 一 = . (1.1.14) 
Ma- H G+) 
i=1 i=1 
(1.1.12), (1.1.13) 及 (1.1.14) 可 知 
a s I 
> =, >; — = Do ° * 3ta) 
?=0 «二 1 a ， 
. — 1 nl 1 
+ FDG ea D ”一 p | 


H (1 — x;) lI (1 + x) 


+ 二 Do 0 一 T u OE" 
. (1 — x) H G + 行 


H 
一 二 2 一 ! " 
+ 去 pe os) a: s] £ 2) -十 - l JÈ 
H G — x) H Gra) 271 


= D(x,, ` * * , Xn) + DG SETE DE TERES x 


x | (一 1) Eat > (—I)!+t ç I 
T G — < ° pp: . 


i=j 


td eh SI eh He ae lphaqhr?xsastdgapi salvar a: uu pepasnaess .  . 


= 
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= Des st s (DS D, (1.1.15) 


易 知 (一 1) 呈 :一 1 一 一 2s)s 的 定义 如 前 .将 (1.1.15) RA (11.1), 得 


1 
(1 — sx `° ` z.) 开 (1 — xix;) “ DG +t ta a) (1— ea. z) 
1<i<i<n 
DG za) 
IT (1—x<*) ` 
1<š<;i<m 
定理 1.1.2 EZ. 
Mize: 和 (1.1.1) 及 (1.1.2) 相仿 ,我 们 有 下 列 屋 等 式 : 
La" ap ee apa 
>. anih (1 — xa) (1 — zaza) ee (1 — attt Xn) 
= — DG) _ _ . (1.1.16) 
HOH G— <=) HL G — x) 
1<i<;<s i=1 
因为 在 本 文中 天 不 用 写 , 所 以 证 明 从 了 略 . 
我 们 还 需要 以 下 的 更 容易 的 恒等式 ， 
定理 1.1.3. 
1 1 
+ + y, 
M Do DOn y). (142) 
_—1 _... 1 H N ty) 
tnt y? ? anty i=l i=l 
E: 从 第 二 行 、 第 三 行 、……、 第 ” 行 中 各 沽 去 第 一 行 , 且 利用 等 式 
1 — 1 = xí — x l=2, -n =1, `` `. 
xı 十 yk xı + y (ai + yk) (xi + yk) ° ? >m K ? ”3? 
可 知 .上 上面 的 行列 式 等 于 
1, 1, ; 1 
—1 _ 1 。 at 
Ga — z) (aa — za) a) | z, yr | Q118) 
HI Cxi + yk) 1 1 1 


xs + yi? z, +-y, ” C’ Xn + y, 


由 第 二 列 , 第 三 列 、:… 、 8 n APERE A,R (1.1.18) 之 行列 式 等 于 


moe er wawan G 


12 £ 3 z: Sk ER ka r Ba bk ISAR DT 


1 1 
x, + y x, E y, 
Or — ya) (yi — ys) * ° Or Ya) ..... 
[I G + y) 1 ,.， 一 全 一 
;一 2 x, + y, ° ”xn 十 yn 


.由 归 和 录 法 ,得 出 本 定理 . 
以 --x7!,，… ,一 Xx! 代替 上 面 定 理 中 的 +1,… ,xs 和 借 略 加 变化 林 得 
定理 1.1.4. 


1 1 

1— 1 一 n . 

uen .......... aD". — DGu :: ° 2n) DY > Ya) 

t 1 II aay) 

1 — x, > ”1 一 Xx Ya i=1 j=1 
$12. 关于 槛 极 数 的 恒等式 
定理 1.2.1. 命 

(2) = Da (1.2.1) 
t=0 


En DEREC = 1,2, `": n) 且 当 |z] <P Fj 6k , BIJ25 |z] <P, tt, lzs| <P 时 ， 
有 次 之 等 式 : | 
filz), 1.’ ER, 加， , al zi» ttt z” 


= Do eseese f [erer . (1.2.2) 
lh>1|>--->laə 0 ` 
aĵ 


.. . ............. 


fs (z) s """y Ja(z,2 
W: 由 行列 式 的 展开 法 可 知 此 式 左 边 等 于 
> ih P alEO fald) t filzn) 


í > "Sl Zab ty Za 


= 12," 5 ... (G) gD... {in) zf s... h 
= > OF i > > aji) a Ais Zn 
ipes Ín t= 0 t= 0 
° om 
— 12"; fr ti t 
=E (i 
= 0 fn=0 irsin 
1 1 
~ | qt, a 


H. 
iM: 
8 
G 


ne) fs=0 
at) a 
0 (1 
aj aP] 
— . sa’ 1,2, Rd .... 1 
m= N) | >|> ó: Pas Dia zji z in, 
b>h2--2l20 | ¿< m | eesin 


第 一 章 若干 代数 工具 13 


再 由 行列 式 的 定义 得 出 本 定理 . 
取 f(z) = f(xi xz)， 则 得 以 下 的 特例 . 
定理 1.2.2. 命 


fz) = a, + az + a, Z? + ... (1.2.3) 


表示 一 个 当 |z] < p MERRE A [ey] < o 时 ,我 们 有 以 下 的 等 式 : 


feyu, °... f(x1 Ya) Xis `> x Yis tt’ yi" 
slips oe... .. ......... = >Ü ap ram | (1.2.4) 
K b> h>>ln 
fxny1) `. 5 fxn ya) > Ez ”” ”3 x Ys `" 5 yz 
” 取 f(z) = (1 — z), 因而 得 出 以 下 的 公式 : 
zl | yy (Lry). ta (lri y.) 
sess. | . (1.2.5) 
>. i — — 
> x", ....5 xi y’, `... y! 《1 一 zay1) 1 (lx yn) 1 


由 定理 1.1.4， 此 式 等 于 
Dla, . 2 Xn) D(yi; e 5 Ya) . 


H I (1 一 xiy) 


在 (1.2,5) 式 中 命 Xa = 0, R. Z, > 0 的 项 都 等 于 0， 因此 得 出 


1 了 1. 
XU ` ° 5 Xai y1 `. Ya 
en 
I ， lna 
h2>+->la-1420 y, 3 Yn 
z, ..., ri 1, e, 1 


= D(x1, tt’ Xn—1) Xl ` xm Dy1, ` 5 Ya) l 


n-i n ° 
[L HL G — x y) 
i=1 i=1 
换 ¿L 为 L + 1, HUJ# 
Xis 2 xha yi +, yt! 


人 _ Dla; ..., xn-1) D(is `. ., Ya) 


laatl Inati nel n 


>> la y ... y 
>>iln-l 0 1 5 > n TI II (1 — x; z) 


l l 
MX L, `. ”> 1 i=1 i=1 


再 命 Xn- 一 0 等 等 ;, 线 行 此 法 可 得 
定理 1.2.3. 命 2 m > 0, WH jal <1, |y] < 1 8 


“ira ieam qay A: -AASA aia: sa: . ¿pai this to aA EAE ë 6 SNS = tii Qi SS SRE 
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h+n— hta 
yU Ya 7” 
h L+n— +n— 
xis > Xm) yE” `5 y> m 
n—m—i nm] 
。 yi ., 
>>in20 
。 K MIP i Aa 
Xia > Xm 
Yis "3 Ys 
1, ., 1 


= D(x1, Nm Dy, ` 5 Yn) 


II H (1 — x; y;) 


i=1 i=1 


以 后 还 需要 以 下 的 求 极限 的 


(1.2.6) 


定理 1.2.4， 命 AGO, .…, f(x) 是 个 具有 高 次 徽 系数 的 画 数 , 以 下 用 到 几 次 就 


# JL , HF 
fiCx1) >*t’ Ja (x) 


`... ae 400090... .... 


REDE EE faln) = 
x,” D(xi, : ` * £a) 1!421. (n — 1)! 


es... 


Aa), + fG) 


(1) (x), + fala) 


ee 


Jb (<) > `... Jb (x) 


WF: ”和 并 不 失 其 普通 性 可 以 假定 x. ctto xa 所 趋 的 极限 是 0。 定理 的 证明 可 以 由 有 


(1.3.1) 


(1.3.2) 


剩余 项 的 戴 劳 展开 式 得 出 来 ， 
附 记 .在 较 强 的 条 件 下 ,例如 车 fi;(z) 是 解析 画 数 , 则 本 定理 力 是 定理 1.2.1 Kae, 
51.3. 续 前 
Thh hP RnR 
yhta ; xitam 
fatn—2 fat+n—2 
Me NE 
Xl y `; x$ 
显然 有 
Mose, METT <et Xn) = D(xi, `. .5 Xn). 
命 . 
a. = lm Mk xn 
N(fi, 2 fa) n lim D(x1, ; PS) > 


由 定理 1.2.4 可 知 


fo ; DG — 1,n — 2, ::: , 1,0) 


f) = D(f+n—l1,f+»—2, ft 1, fs) 


(1.3.3) 


a 
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定理 1.3.1. EE 1 < < n, 当 jel 过 15 二 1 -.., m) 时 ， 


m —P—n+1 
(11 a—)) = Cp > G1,+n—m ee al a= N (fis °t a fms 0,..., 0) x 
i=1 D>">h>0 

M hyse ta 1 10’ Xm) ` 


x -一 一 
D(xi, `... xm) > (1.3.4) 


此 处 
L=fhtm-l, `. 5 lmi = fm + 1, lm = fms 
a =T(e + D/U + 1)], CP S em anae 
证 : 1) 假定 m = n, EEH 1.2.2 中 取 
Ke) = 0a) 
可 知 当 |z; y; | <1 时 有 恒等式 


(Ary), + (Aai ys) 2 xis teg a| Jai, ee yë 

et = S aa) [oreren 
_ _ 11>-">1n>0 n i 

(1—z, y) P, teea (1— xn Ya) P o ix tt; Xr yz, `... y” 


除 以 Dly', `... ya); 命 yy 一 1， e.a y — 1, 由 定理 1.2.4 可 知 


(1— riy), e A t y) 


ee 


lim (1 一 X, P, t3 (1 一 Xa ys) ° = (一 1) 才 (" 一 D 


%71 D(yu ` ' * ; Ya) 1121+ (a — 1)! 
Yam 
(1—xi) °, l `... (1—xs) ° 
p(1—xi) xi, `". p(1—=x,) 1 z, 


ee 


plp+1). (ptn—2) 1x) "tr, PHL)  (e+n—2)(1—x,) Ctl 


=(— 1) ED PHL. (0 十 2 一 2 fir =a D EEN ... xs ) 


112; -++ (n — 1)! =n? s p 


n 
=h a Gam DCi +, z.) TT 3 — =) ei, 


i=1 
因此 得 出 
kid 一 AP 一 4 十 1 
(TI Q — z) 
i=1 
= — 1 _ ` ar, amN(fi, ... fa) Mih oa) . (1.3.5) 
agadi * * ` Ga—1 h>--->la2>0 D(x.; `` ` ,Xn) 


5 i EE 


16 . £ AEEA in RER IAS ET 


2) 假定 m <n 在 (13.5) 式 中 命 z, = 0, AIJU 1, > 0 的 项 都 等 于 0; 因此 得 出 


n—1 
II (1 — x a 
i=l 
= 1 Ms, r C tta Xn) 
— —— a s.. N s.» 7 一 0 一 — 一 
Cl ani 之 i h Alnas Chs > famis ) D(x,, ° Xam) 


]⁄ I, J L. + 1, 可 得 
Ta e 


= — EC ° Xn- ) 
之 an+’ aimat N Cfi’ . jo) De — — 
3 *n— 


再 命 x,_! = 0 S , 8847 = 此 法 可 得 定理 
定理 1.3.2. 命 Jx] < 1, EZA! <1 (k = 1,2, ', n), 我 们 有 恒等式 


D(x1, …，xn) 
> Maiss CX t*a Xn) hteti -一 5 5 “~n 


fi>- > fa> 0 T (1 x xp) . 
1<;i<;i<n ` 
T: 此 式 的 左边 等 于 
之 之 ó) kaa asa xÍ tn—2 ... xh xti fs 


> iasta 


> 人 


h> >ja 0 
好 一 1 _n—2 1 
= > aku ——FYT 1.3.6 
之， " 1—<x£)G( — 2 1 2): A — zh. 4) ° ( ) 
此 处 用 了 以 下 的 公式 : 者 |a] < 1, HHJ 
apab = 1 (1.3.7 
fifa 0 : (1 — a)(i — aam) eC 一 ajaz °` ` as) ) 


此 式 之 证 明 十 分 简单 ， TAEZ 2 : fz = fi — fa G= 1,2,:: n), A | 
> Ë: b= > " aS} > Car tan)”; 


因此 可 得 (1.3.7). 
在 定理 1.1.1 中 ,用 wx x 代 x;, 则 得 公式 


alag (= ya (V x )š"@—D D(x1, yan) 


> K> rin a 好 0 好 一 Ti (1 一 x x xj) . (1.3.8) 


js jens Ín 
1<i<;i<n 


AERA (1.3.6) 式 , 即 得 定理 1.3.2. 
定理 1.3.3. fv =|2-]. 当 |x| 之 1 | | 过 41k 二 12，… n, 时 ， 我 们 有 
恒等式 
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D(x, `... Xa) 
Mk, pa(k; t y En) ti — ——— , (1.3.9 
2, I ? H (1—= x; z;) ) 
1<i<;i<n . 


车 ”是 奇数 , 刚 Mitth 的 最 后 的 足 码 是 0. 
WE: (1.3.9) 式 的 左边 等 于 


1 tet 
> Ohiri VA Xis ee xh gitti 
ff 0 ioin 


lI 


iirvsin h> fo 0 


II 


由 定理 1.1.2 可 知 此 式 等 于 
D(xi, Xx ` 5 Xn) 


TT (1—x x; xj) ` 


I1&i<i San 


定理 1.3.4. 当 |x| <1, |r| <i(k=1,2, :::* , n) 时 


si D(x ..... ) 
E Miono 8) = aM, 
=o “ JH a-ra) 
i=1 
W: -上 式 左边 等 于 
n=l 
xi n— 
x xi, 1 
N (xir ai, 2... xi 1 1— xx to? 75 
> ...... l.............. = |........... | = Dn, 
f=0 n- n— n— 站 
(x, x)! z; l, xn CERESE PII Xn i "—2 Hx x; 
1— < x m 5 ， za, 1 r= 
定理 1.3.5. 我 们 有 恒等式 
l; h 
` Xi» > Xn 
++ a)! 
Git itfa)! D(L, .. sla) +e... ..... 
h>->h>0 Aloe lal " ni 
Xis ` 5 Xn 
， = (1— x — ttt — Xa) D(A ttt Xna 
W: 在 定理 1.2.2 中 取 
° i 
fe) = 2 T = =, 
i=0 
得 出 
yi, ; yg) zl" 5 xp ei, eža 
> R TT rnan E = ............. 
kawa saa y", `... yr xi’, > Yn enyi e*nYn 


D óh nl ym... zh. >l (Z%rzxizi)h (x xi zi): ° ` AA 
_ 


Uen sl n—2 。。。 pl — , y 2 
> Dininin Za “A +. /(1 X Xi žia) (1 — 2 zh Xia Kia Ki) * * ° ) 
iron ` 


18 £ 3 SEB8KEER R ri BN pa Busk BAAT DT 


由 于 
hte + f)1 = f et htt dt, 
故 得 


y? > y; xl, > zh 
Miti Ha |..........]].......... 
h> 0 
” yr, ee, yp | da, tee ai 
a yt, `... yh (x12)", `... (xz, t)" 
= f rine E _— l _|.......... || ................. 
° >e hl hat |, " la " 
Yis `> Yn (xit) , 5 G, t) 
ü ent, ; ernt 
= f pina) et|+ o s asss... ... dt 
0 
e*n enn 
由 于 
yh, -eta y 
üm _ t _  |.......... =. Pu __ 
y, y D(yi, yn) i l G —1)1(n—2)1:::11 
a ... n 
. yi > > Yn ; 
及 定理 1.2.4 可 知 ` 
` zi 5 5 xs | 
.. 十 
(十 E fa) D(1,,:.'. 1) | 
b>---2>1a2> 0 h! 1. l,l . L ln 
N Xis ` ° 5 Fa 
et, ., ent 
x t ent, > Xnf em 


ae ee er ree oe 40.0. 


(x, p)" er, .... (x, ya e*=t 


o0 
= Dris * * Xn) f eitlrte 0 de 
0 


一 (一 1T) 二 "Ce 一 0 j ~ g Eaa) ce 一 
0 


= D(z, '. x )/(1—x — ° — x,). 


在 定理 1.3.5 中 , 命 XL A, XX 并 利用 定理 1.2.4 即 得 
定理 1.3.6 我 们 有 恒等式 


1 
e æ (+. 1 — y n(n—1))1 
.. ; 


' 


Be 


Di, LYX abt etla 
ll ... 


= ni(n — 1)1 (a — 2)! +° 21 11x" /(1 — n x), 
比较 系数 部 得 
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ona 2 m-n) 
Plia ta) = n ` n! (n 1)! .. 1! . (1.3.10) 
htt 于 (r 一 "e 一 ' D): 


S14. 关于 N(f., --,f,) 的 若干 恒等式 

本 节 中 将 引进 洲 干 与 NCh, ey f.) 有 关 的 恒等式 , 这 些 恒等式 是 $1.5 ESEA 
特例 ， 从 这 些 恒 等 式 苦 者 就 易于 了 解构 轧 的 过 程 了 . 

定理 1.4.1， #n>m> 0, HÄ j|r|<1 HE 


N(f, 5 Ím) N(f, rtg fas 0, +°, 0) gh toot fa = (1 一 7r, (1.4.1) 
h>fh2>--2>f.2> 0 


比较 条 数 可 得 
... ... .. = (mn +j—1)! 
NE-E N(fi, 5 fm) Nhs 5 fms 0, , 0) (m n — 1)! f! . (1.4.2) 


RE: 在 定理 1.2.3 中 以 xx CAR. HER — 1, yl, 印 得 定理 1 1.4.1, 
定理 1.4.2. 35 jx|< 1, H 


> N(2h, tt, 2f,) zht=+8 — (1 一 4) Pon (1.4.3) 
fi> >h>0 f | 
比较 系数 可 得 
f + n(n + 1) —1 
E NG: ,2 ( ): 
Lapas est, fl 区 n (n + 1) — 1)! 
证 : 由 定理 1.3.2 极 易 推出 本 定理 . 
定理 1.4.3. #|x|<1, H 
NO fo fa fy ttt) attt = (1 — DES sn (1.4.4) 
证 fi0 | , 
比较 系数 可 得 
1 
f -—n(n—1)—1])1 
> NCh, fo fo fb ' …) 一 (+2"0 707)! (1.4.5) 
nis ERS, nre- 1): 
$ 1.5. 关于 特征 的 | 
RRR 2,20 H n ARA. VA 
,CR) (1.5.1) 
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RRR ERREA Go oof) 的 表示 法 , 并 假定 当 X 是 一 酉 方 阵 时 ， 写 也 是 西方 
阵 ， 习 知 〈1.5.1) 式 是 一 N(h， `, fa) 行列 的 方 阵 ,其 对 角 栈 元 素 的 和 以 


X... KR) = oAp,s X) 


表 之 ,此 称 为 表示 (1.5.1) 的 特征 . 
$X E—YARHE A= lA, A], WSA 


CNE . 
x w A = Ís fe SMa x n ñ 1.5.2 
Í a ) D(À,, t3 Rn) ( ) 


今后 简 书 - 
Ago (X) = A(x) = XIal 
A ta 0s 0, (X) = A (X) 一 Xo, 
Pa 
定理 151 fy "2 m > 0, XRF m MEA—ARER GL。 中 的 一 元 素 而 Y 代 
表 GL, 中 的 一 元 素 , 且 以 X:XY 表 X 与 YY KERER, JU 


a((X xY) = > X, X) Xi... o. 0 CY). (1.5.3) 


f + + fx= f 
Fifie >a 0 


证 ， RHA X = [4 ts tnla Y = [yo t, yal 时 的 情况 。 由 定理 1.2.3 GEDA 
x; x 代 x;) 可 得 


D Xirs X) XA... CY ) att = (11 J G — xx yD) ; (1.5.4) 
h>: fa 0 i=1 j=1 
另 一 方面 册 定 理 1.3.4 可 知 
- m n -1 
Dex x yy) (I HO res). (1.5.5) 
f=0 i=1 j=1 


比较 (1.5.4) 与 (1.5.5) 的 系数 ,可 知 本 定理 对 X 及 Y 为 对 角 线 方 阵 时 里 实 ， 

又 (1.5.3) 的 任 一 项 都 是 类 图 数 ， 朗 一 苹 数 X) 适合 于 次 之 性 质 考 : 对 任 一 非 奇 异 
A P 常 有 (X) 二 (PXP™)。 因 之 对 任 一 与 【x1，… ,xm] 相似 的 X 及 任 一 与 
lytta Yal 相似 的 Y, (1.5.3) 一 定 成 立 ， 由 连 各 性 可 知 定理 1.5.1 成 立 ， 

定理 1.5.2. 我 们 有 恒等式 


> Xirs z, (X) = ø( (X), (1.5.6) 


htetfh=f 
hehe efe 0 


Ü: 先 假定 X = [ntt]. WE 13.2 可 知 


第 一 这 若干 代数 工具 


1 


hteth — . 
(1—xxix;) ” 


Xatir- (xu "t3 Xn) x 
hafi > 0 II 
1<i<;i<n 


另 一 方面 , 在 定理 1.3.4 中 取 2 XN = Lala +1), xi ,xs 为 xl, ata °° 


xis X22335 `" y Vasy Ez `. .5 x2 ， 因此 得 出 


2 1 
ol (XEDE # = — 
> H@H Grrr) ， 
1<i<;j<%w 


Jer Rk, 与 上 定理 之 胜 明 法 相同 ,可 得 定理 ， 
同 法 可 得 
定理 1.5.3。 我 们 有 恒等式 


Š. XA. (X) = o”), 


h+- +f = $ 
hz 0 


De 


21 


`> Xi Xss 


(1.5.7) 


第 二 章 


计算 若干 积分 


§ 2.1. 与 反正 切 辆 数 相 仿 的 一 些 积分 
定理 2.1.1. 车 > 地， M 


TC) = f " f 二 TAY 


1 1 
= 24an) gimat) r(° _ 2 n) Tr r(z _ 2 + >) (2.1 1) 
[ (a) »=1 [Qe — v) Í ` 


此 处 T 过 所 有 的 n 行列 的 实 对 称 方 阵 T = Ga), T = 230 || Z. 


isk 
首先 让 我 们 引进 以 下 二 定理 : 
定理 2.1.2， 命 Z = Z”, IE 
det (T) =Z Z’) = det (1?) — Z'Z), | (2.1.2) 


双 凡 适合 于 Im 一 ZZ > 0 的 2 一 定 适 合 于 I” 一 Z'Z > 0， 反 之 亦 然 ， 
证 : 习 知 有 二 西方 阵 U = Uw, V = 7 存在 ,使 | 


Z=UAv, _ 
此 处 


.......... 


由 是 郎 得 
det (I™ ZZ)=G-2DG = de (r — ZZ), 
同 法 可 以 租 明 定理 的 第 二 部 分 . 
定理 2.1.3， 命 es> 0, P — ac < 0, e > 4, E 


æ 


— Tla- 
dx = a (a c — bA? r(e- >) 
一 o (a Z + 2 bx + c)“ ( r) Vn ray . (2.1.3) 


= — s . ， - — Ñ s s r ucu zu m1arieunacqhaniaqana-pu'a w snqNEñiwunapanarsa -- u 
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E: 命 
,=— (+), 
ac — b a 
则 
Vac— P 
o da= ” dy 
及 
_ 72 
ax 十 228xr 十 < 一 2 一” b (2 + 1). 
a 
FE 


° dx — ,<—1 2 +—a ° dy — 
. = — b —— = 
F Ge + 2ba t | ue ) |. (1 + y)“ 


- 1 


定理 2.1.1 的 证 明 : 命 | 
r=("” ) G= tm), 


此 处 为 一 二 一 工行 列 的 实 对 称 方 际 ，" 为 一 — 1 ERE, t 为 一 实数 ,如 是 则 
r= (Tit ee net, 
s Ti + tv l+ rv tt 


由 于 
(人 
可 知 | 


det (I + T”) = (1 torv + Ë — oTit U + Ti + vv) (Tv + vt)) X 
X det (I +T? + vo). 
上 式 右 边 第 一 项 因子 可 以 写成 a É + 2 b t + c 的 形式 ,其 中 
a = 1 一 了 (+T tov), 
2b = — x T,(1 + B tooo — v (I + Ti + o)” T 
一 2 (I + Ti + vw) Tiv, 
e= 1 + v TU + 1 + Ze) TI, 
但 对 T, AEZH H T 使 
Ti = T [h, `. .5 dnl T. 


ll 


”一 一 一 


24 多 复 变数 函数 哗 中 的 典型 域 的 调和 分 析 


命 
T =I WIFE, ， Vi+ OIT, 
Rij 
T,=T;,, TIT,=T,T, I+ Th= T, 
如 命 ç = = T, 则 可 知 I 
ð = (det T) ù = (det (I + TO) w 
K 


I + Ti + wo = T,(I + o) T, 
双 如 u 为 一 2 一 1 ERE, UA 


+ ,N2 
#(I + w a) lu = ú — -人 。 


L+ e 
x 
w (T+ ww = —— 5 
故 可 知 
a = 1 — w (I + u) liw = (1 + z) 1 o), 
, _ , T , 
和 | 
n2 
¿=1+ wiw — o T (I + ww Tw = 1 + ww + ETL, 
l + c o 
于 是 得 
ac— b =1.. 
由 定理 2.1.3 得 
T 
I, (a =f...|—— 
(a) r (det I + T°)“ 
s= . 
=2 3 fo fde (E + Ti Hoola + 25 + od 
tp ,T1 


1 
=2 7 VA re) í n fa +w wyaf ñ { sd + TDi}, 


rha -ia _ 1 ' 
Q mr sesio) a, ea 
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此 处 用 了 


Poef atati t D da dem 


1 
= gto- resen) ( a >2+1) 。 


AEA (2.1.5), XH 


n(o- f — e = Fr(c- 习 (>), 


"pss r(«— 于) 


即 得 定理 . 
定理 2.144. r n 22. # a> + Qn —3), Rl 
(Lx 
J|) -| K | 去 (I + K K'))°“ 


1 
s [[2@—:n + + @ + 1 
Ë = 249-1) Tan 一 Ti r&r zot) (2.1.7) 
v= [(2 a — n +v) . . 
n(n—l) 


此 处 天 和 对 所 有 的 = 行列 的 实 对 对 称 方 阵 , K = (ka), K=2 “ak 


| WF: 把 KK 写成 
x=-(% 7) 


此 处 Ki 为 一 # — 1 行列 的 实 斜 对 称 方 障 ，: 为 一 2 一 1 站 矢量 ,于 是 


 , /I+K K +Z: Kt 
TI+KK= 人 ， 小. 
tK 1 +£ 
利用 (2.1.4) 可 得 
det (T + K K) = (1 + s — KIU + K. Ki + fD" 1 K.) de (I + K, KI + fD. 
AEZH r E 


(Ge 


0 2, 0 haa 
括 绝 中 最 后 一 项 或 为 Ë À J 或 为 Ë 1 0 J: 0， 各 坷 ”为 偶 或 奇 而 定 . 


一 一 一 一 一 
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T=[V1+22, VIR, /1+2, VI+, JI, 
gy 


T=T, KT=TK, I+ K,K,= T, 
Xr: 二 ¿e T, AJ 
| i = (det Tp) = (det (I + K, KD) w, 
I + K, K; + z = T° + T "w T' = T(I + ww)T, 
所 以 
1 +:/ — z KUI + K, KI + 2) 1 K t 
= 1 wT  — wT KI T (T + ww) TOKT w 
= 1 + wT w — o K (I + u) Kiw 


/2 
= 1 k ww — (2 Ki 2) =1+ o, 
l+ww 


于 是 


mo = ty 


-| [oa [arte 


nl r 2x l, 1) 
225 Em ren ge) (2-4). 
ASURA RE H | 
— [° PE — T(2a-a +2) 
V2 | Gra N t ain 


(2> Los), 


~ 
—. 
R 
| 
|> 
Noi] 
民 
— 
lI 


iFM. 
定理 2.1.5. 32 a> ”一 H 表 行列 的 爱 尔 米 方 阵 , 则 


H =— 


e=] |a army" 


此 处 


其 中 
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1 
m(n—1) =—1 r(° 一 了 一 >) #—2 
=2 2 xš" ~、 A TQa-nr-k) / (2.1.8 
H ICa — j) k= [Q a — 2k — 1) ) 
u 。 s(n—1) s» 
H = (hik) s bu = h, h = B + i < H =2 * TI dh; ŢI dhie dhi, 
i=1 i<k 
. E: 命 - 
= H, 7 一 
H=( ) G=4, 
Hl 为 一 2 — 1 行列 的 爱 尔 米 方 阵 ,v 为 一 + HRE, 4 为 一 实数 , 则 
I+Hi+e Hv + 
2 一 
T+ (uta, Ita) 
利用 等 式 ' 
I 0Oy/A P I ov /4 0 _ 
(s DG ,) (a 1) É a p) (4 = 4), (2.1.9). 


可 得 


此 处 


det (I + H?) = (a? + 2 bÀ + c) det (1 + Hi + vv), 


a=1—v(I+Hi +z) r, 
2b = — oH (I + H: + gr) ~ ol + Hi + 72 Hip, 
¿= 1-+ uen H(I + H + 6)” H”. 


IN H, 为 爱 尔 米 方 障 , 故 存在 一 酉 方 阵 U 使 
H, = U[À,, kas °... hal U', 


命 
T=UIVITR, VIF, =, /11+2561U, 
则 
T=T, TH=HT, I+ H:= T°, 
FETHA 
= xT, 
B 


é = |det T |a = det (T + H) š, 
I+ H! + Wo = T(I + Z) T. 
又 因为 


QU + ga) l = 


_, 2 
—* — ~, m(I+ wu) w = cem — lwa L, 
1 + ur. | 1 + wa 


Ce i 


weas e 


28 | £ aE ATEN E 


此 处 w 为 一 二 一 二 维 矢量 , 故 可 知 
elt 


一 
一 一 人 一 1 一 u Hiw 
“HU tuuu = — —— — 


l+ zs 


[z H, Ë 


c= 1 + uT R — u H(I + #'u) lH g = 1 + sZ + L, 
i l+ 28 


由 于 w Hiw 是 实数 ; 故 得 


ac— P = 1, 


由 定理 2.1.3 可 得 


H,(a) = j 本 P 


= z=] H J (det (I + HO) (1 + “ayra | (ak? + 2bh + ey™ dh 


ar) fa ganaf Jasa yaman 
1 
=> res, aa -1). 
赚 午 应 用 此 式 ,并 直接 算出 
p-f L treta) (>= - 4) 
H(a—n+1)= ) (1 + er ` TGa —n + 1) "Tz 
朗 得 定理 . | 


$2.2. EREN h EAER 
定理 2.2.. h Z = Zm” > — 1; 着 命 


Jml) = | `. E (I 一 ZZ): Z, 
则 
HI 


TQ + | TQ + 2 
J, (A) = -=1 k=1 


+n 


IL TO + D 


mm", (2.2.1) 


pr THEO : wipanasqasquyaqaququa, saauuqnasninqpasqqupau et siz HNN tr Rum: :AR C 
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特别 如 = 0， 则 得 矩阵 双 曲 空间 R 的 体积 等 于 


(m —1)! 9 2111 (a —1)1 .211 
= Jm |£ 0) = š š 
V (Ri) = Jm. (0) Ganta 1...2) i 


在 旗 明 定理 之 前 , 先 然 述 两 个 递 化 公式 来 群 算 如 次 的 积分 ， 


T (2.2.2) 


| KZ) Z. 


rz"; o 


1) EERE Z 分裂 成 
Z = (Zm 9)， 
此 处 ze。 = Zen 而 4 是 一 列 ,显然 有 | 
I — ZZ' = T — Z,,,—1Z mel— 97, 
由 [一 ZZ > 0 E 42 > 0 可 知 工 一 Zn Zns a> 0, 改 有 -一 非 奇 异 方 阵 工 使 


”了 一 Zma Z' mni = TI. 
EER q = Pa, A 


4 = |det T| w = (det | Ë”) w = det (1 一 Zoo p. 


故 得 
Ja J (22 = p dy J e (I 一 Zm Z mni) Z, F Ko w, 
在 证明 前 过 程 中 用 了 公式 : 


了 一 ZIZ — qg = I(I — ww) F. 


由 定理 2.1.2 可 知 由 I 一 ww > 0 可 得 1 ww > 0, 这 就 是 一 个 普通 的 超 球体 ， 故 
得 出 


fe aya = ff det QI — Zma Zma) Êmas | 7CZ) 2. (2.2.3) 


1 一 ZZ>0 7 一 Zoo n2 mn? l-w'w> 0 


2) RAAD- ik 3238 


Z m— s7 
Z= ( 1 ) ， Zn = Zum 
b 


而 p 是 入 量 .由 于 I 一 ZZ > 0 5 [I — ZZ > 0 等 价 , 改 如 1) 可 知 


人 fx 人 To 


了 一 ZU 了 一 7Z>0 


ee 


30 SATAR AR rh AARAA 


= | ... | det (I — Z, L, Z, tn) Z... f … EG ú,’ 


TZ minmin? I—a'u>0 


此 处 p = url Wd I — Z nn Zman SET., RH 


| e | 1C2)2 = f | det (I 一 Z,,—us Zm—.n) | - a) ú, (2.2.4) 


I—ZZ'>0 I=Z,,_— un Z m=i, [Iu u’ >Ò 


定理 2.2.1 的 证 明 ; 反复 应 用 (2.2.3) 可 得 


jz) | mama x 


I—zZ'> 0 w#<1 
x f fa 一 02)” 2 nA X | ... EO Ün. (2.2.5) 
wici ww <1 1 


取 (Z) = (det (I — ZZ'))2, 可 得 


” 


J.R Q) = TI [f (1 一 wD p, 


i=1 


wiw’<1 
(此 式 亦 可 由 (2.2.4) TEM. ) 
习 知 
| p>0), (2.2.6) 


r(e + m) 


2 2 
aitete 


故 得 定理 . E 

累 欢 运用 (2.2.4) 式 , 可 得 

定理 2.2.2. E Z= Z”, m > l, XE 1(Z) 乃 一 画 数 与 Z 之 最 底下 m — 14726 
关 者 ， 如 命 Z 之 前 ! 行 所 成 之 矩阵 为 Zo BR CZ) = ECZ), 如 是 上 则 得 


e | AZ) É = nemoe 0! 1t- (m —1I—1)! 


XxX 
ZZ > nla + 1)1:' Gn + m — 1— 1)1 


x | s | /(Z) (det G 一 Z120))"!Z,. (2.2.7) 


1 一 ZiZ1>0 
4 2.3. 对 称 方 阵 双 曲 空间 的 总 体积 
定理 2.3.1. 命 Z(=Zm =Z) BARH: 并 命 


A) = f | Caer (7 — 22): 2, 


I—ZZ> 0 
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W A> — 1 Ff 
J) = a l Ta i TG rr + SE -TOR + PPD . 23.1) 
特别 如 4 = 二 0, RER Hch Xa i zea Ri 的 总 体积 等 于 
VG) = J,(0) = E oooO onae laD (2.3.2), 


ni: (n + 1)! (m + 2)1 +. (22 — 1)1 ` 


在 证 明 此 定理 之 前 ,我 们 引进 以 下 的 定理 : | 
定理 2.3.2. # a,c 是 实数 , b 是 复数 , a <0; |b — ac> 0, A> —1, R 


2 a AF1 
(e +b +Ëzr+tazz)j z= — (i= se)" T (2.3.3) 


ctbithstars>0 | a | |a | A +1 
E: 命 
Í: ON 2 
“=( +) HEPA 
期 
>. — a: 
” Ra 
及 


c+ bE + Bat azz [= — EE. eran (+ 2) = (BE) - wa). 


所 以 (2.3.3) 的 左边 等 于 


t lepen" {f G wayo = (Lie) = 
Fils ha T) TT 


定理 2.3.1 的 证明 : 命 | 
z=(, +) 


此 处 Zi 是 一 # 一 1 行列 的 对 称 方 障 , v 是 一 n 一 1 条 的 矢量 , z 是 一 复数 ,于 是 


T 一 ZIZ 一 7 — (Z,z +v 2) 
— (çZ, + zv) 1— vr — z3 


` 


r—zz=( 


利用 (2.1.9), 可 知 I 一 ZZ > 0 与 下 列 二 式 : 
7 一 Z,Z 一 oz 了 >0 
及 
1 — vr — zz — (sZ, + zp) I — Z, Z, vo) 1 (e Z, + zz) > 0 
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等 价 , 且 有 . . 
det (T — ZZ) = 
一 (1 一 "了 一 >5 一 (过 十 > 人 (T 一 Z Zivi) l (e Z tzo) det (I—Z,Z,—” s), 
故 所 求 的 积分 


J.Q = POETETO [f (c+ bz +bz+azz} š, 


[22,0>0 c+bz+bz+arā>0 
此 处 
a 一 一 1 一 XI 一 2ZZ — voy iv (<0)， 
b= — v Zi(I 一 Z, Z, 一 vo) v, 
e= 1 — vU 一 vZ (I 一 Z, Z, 一 vy)! Zv. 
HT I -ZZ 是 定 正 的 ,所 以 有 一 非 奇 异 方 阵 本 存在 使 


I—Z Z, =TT'. 


又 命 
=I, s= “T, 
可 知 . 
$ = |de T|? ú = det (I 一 Z121) ú, 
(I— ZZ, — v) = P U — ua T, 
又 因为 
, [vi 
(I — wu) u = PEEPI > (I — wu) w = ww + eat. ; 
e= 0 HEU wa), 
l1— uu 
a my y” —1 r 
b= —ul'Z P" (I 一 za)” u' = — 2T ZJ 2 ， 
l— zau 
¿= 1 mul u — ulZ POU — ea) TZ rg 
_ _ _ -地 F'”—1 , [2 
= 1 kai ur Tu 一 xz 有 OTz — kL Alet. 
— uu 


于 是 得 出 
jbl — ae = 一 工 G — Fg — ulZ Fir z Fa) 
1 — uu 


=l ur + ZU- Z) ziw) 
1 — uu 


mo 
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=— Qaa- Zz r) = 1. 
i— uu ` 
故 由 定理 2.3.2 及 
det (T — Z,Z, — v5) = det (T — u'n) det (I — Z, Z) 
= (1 — ñu’) det (I — Z,Z ), 


r. ... (det (I -一 Z, Z, 一 v0)) A o 
el 
Ati ,ya wo Q + oT — Z, Z — wp) yY 


= x ff CETAN |... fa aa 


1—z,2,> 0 1 一 wa2>0 
=“ j|. f aeg- zazo S o f a awya 
4+1 1—z 2,20 s "iā >0 


(HÆ 2.2.2), H (2.2.6) 可 知 


m" r(22 + 3) 
A+ 1 T(O2+n+ 2) ` 


LA) =J + 1) (2.3.4) 


IRITE E HEIR n = 1 的 情况 可 得 


Tc 考 (4 T(2X 十 3)T7(21 十 5) .7F(212 十 22 一 1 
QAO (A+ TOA tn tOO tat) TCA 2) 


§ 2.4， SIXIR A REN Bh zE e AER 
定理 2.4.1. & n 22, Z (= Z) = — Z') Rakh, 并 命 


J,Q) = 


K,Q)= [ --- fae: (I + ZZ): Z, 
I+zŽ> 0 


则 当 4> 一 于 时 


I[QA+ 1T(2A + 3)::  T(22 + 2n — 3) (2.4.1) 
TOA DIQA+at1) TOA 2na) ` 


特别 如 4 = 0， 则 得 糙 对 称 方 障 双 曲 空 间 Ri 的 体积 等 于 


K,Q) = mnamo 


214! (2n — 4)! 


G — Dn Gn 31 ° (2.4.2) 


V (Rm) = nra 


Een 
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此 处 Z, 是 ”一 工行 烈 的 料 对 称 方 阵 , u 是 一 一 1 ERE, 
_ A+ZŽ—«āū -ZĘ 
r+ zz = ( x u): 
由 (2.1.9) F&I + Z Z > 0 与 下 烈 二 式 ， 
- I + Z,Z, — ú > 0 (2.4.3) 
及 
1 — aua + sZ ,(I + Z, Z, — wu) lZ iu > 0 (2.4.4) 
Sr +E uJ ku f 
det (I + ZZ) = (1 一 uu + uZ, + Z, Z 一 uN) Zi w) det (I + ZZ, 一 ua). 
ñr I+ ZZ =I, u=, h (2.4.3) 可 知 | 
I+ZZ/>0 及 I—vo>0. 
(2.4.4) 的 左边 等 于 
1— ol T? +Z EOU — v 11 Z, IT z 
=1 — ol? + lZ, rz ro — | lf io y (1 — 2v) 
=1 = (I +Z Zo Pe — | Í lZ v Ë/ G — v) 
= 1 =op — |o Z, Tv/ (Q — 9) 


一 六 
= 1 -— və, 


AAT TZ T 是 料 对 称 的 性 质 , 因此 得 出 (由 定理 2.2.2) 


K,(À) = | | Caer (I + 2Z120))+12, i (1 一 oz) 人 146 


1+Z,Z,20 o 
= = T(22 +1) 
T T@+ KQ +1). 
转行 此 法 并 最 后 算出 . 
n 一 一 — 2y21+2n— = IG 1 + 2n — 3) 
K,(À + 2) Ha ] z Ë) ] GLT 
EIFE. 


$ 2.5。 超 球 双 曲 空间 的 总 体积 
今 往 研究 超 球 双 曲 空 间 Rrv: 命 z 代表 n ERE (z1，:… ,zn)，Riv 力 适 合 于 


leg 2 + 1— 2z#z > 0 (2.5.1) 
及 ñ 
|zzZ| <1 (2.5.2) 


的 z 所 成 的 集合 ， 先 把 此 域 的 定义 换 一 种 说 法 ， 由 (2.5.1) 及 (2.5.2) 可 知 


| 第 二 章 计算 车 于 积分 
(zs > (zzy ler > (zz — 1, 
由 (253) BB ` 
zz <il. 
从 (2.5.3) 的 左 一 秆 及 zz > |#z' |, TA 
1— ar! >N Gry- zz), 
所 以 凡 适 合 于 (2.5.1) 及 (2.5.2) 的 点 一 定 适合 (2.5.5). 
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(2.5.3) 


(2.5.4) 


(2.5.5) 


反之 , LEA (2.5.5) 的 点 , 显然 适合 25.1). h |zx| S zz 及 (2.5.5) 可 得 


jzz | <1, ÈH (2.5.2), 故 Riv 可 由 (2.5.5) 来 定义 。 
定理 2.5.1. a> — 1, P> — G + a), K 


L.G, B) = | .. ja -ar -N Gry — |e D — r +N Gary ler P) a 


XIV 


= 7 1 ICa + 1) 
21 2 十 BT 二 2 [(a + x) ° 


又 当 a= B = 0, 则 得 % 的 体积 等 于 


mx” 1 


V(Riv) = 2 a 


. WE: X n = 1 FJ. ff z = x+ iy, x, y 是 实数 ,此 时 
sz = ]zz| = Z + y, 
故 Riv UA RO FEBS 38 [B] ; 因而 得 出 


L(a, B) = I! (1 — = — y2)°*tP dx dy = 


YX2 十 yY2< 1 


2 十 8B 二 1 
定理 已 明 . 
34 n 2 2 时 , 命 z= 二 x 十 iy, 此 外 x,y 是 实 矢 量 ，(2.5.5) 变 为 
1 一 xx 一 yy > 2 Mxxyy — (ry, 
四 此 
La(oB) = f e fa — x= — yy — 2 Vx x'yy lay 2)" x 
x, y 


X (1 — x=“ — yy + 2 Vx xy y 一 (xy ))P zy. 
此 积分 展 布 于 (2.5.8) 上 ， 对 一 固定 的 *， 有 一 行 烈 式 为 1 的 正 交 方 阵 R 使 


xR= (Vrx ,0,..., 0). 


人 


(2.5.6) 


(2.5.7); 


(2.5.8) 
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对 y ITEM yR = (#,w), 此 处 § 是 一 实数 ，w 是 一 n — 1 维 实 的 矢量 , 如 此 则 (2.5.8) 
变 为 ' 


1 — xx“ — @ — ww > 2 Vxx (E +ww)— xxe = 2 V xx u, (2.5.9) 
因 之 所 求 积 分 等 于 
L,(a, B) = Í fa E — xx — ww — 2 Vax ww) x 


Ew, 
x (1 — £ — xx — ww + 2 Vx x's u )Ë dë b+, 
此 积分 展 布 于 (2.5.9)。 
命 + 一 VIi—éu,w= Vi—év, 可 得 
1 
L,(a ,P) = F (1 — &2y=rP+šGn—D ge | ... | (1 一 xx 一 pz — 2 V ule e)" x 
. 1—uu’ -vv >2Y WH VV! ` 
X (1— üu — vu + 2 Munuvo) ay 

1 
miT (nt+atB+) 

I(a + a + B + 1) 


. 2" P, (2.5.10) 


P= ff (1 — uu — vo — 24 uuvo) (1 — uu vr + 2 uw) ùd, 
1 一 Mty -vv > 2y uuu’ - 


s 20, r 2>0 


f 7 一 uu, @ = vu, 则 


p= Í| a- atoa- a- Oa |... | — 2966 


>> q. <? M 7 一 到 一 一 纪 
T0 >) 15 
x Í Í Ç do: `` dos sn 
vtto? KE? VY 一 ... 2 
3 e 
由 于 
f -f gdm idin = | id 
一 2 一 ..。 一 2 
“+ +u < AM 7 一 好 一 sn FA WPIA V1 - 
u >0 <. 
+n 
= g x - = > (2.5.12) 
r(3) 
2 


eo ere Fit 
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将 此 和 结果 代入 《〈2.5.11) 可 得 


r= p = 1 5 aa Aag g 6 dy aç 
rr) T se | 
= — (1— (g+) —(g—Ç))" 2 ç (m+ Ç) dn dÇ 


rr (71) a 


(We Ç —n = r, € + 7 = o) 


enea a sa 
2 2 
rE) 


fa- oaf (1 — Py (P — 2)” o de 


I Kas D 


2n—1 1 1 1 
~ -| (1 一 CD a af (1 一 w)“ wdw 
n 一 2—5 Jo o 


gian) 1 niT(at+B+na) I(a+1)TI(a—1) 
rE T ereta) e 


RA (2.5.10) 得 到 


L ADT a—1) — T(a+B+s) I(a+1) 
n— 1 [G+ea+B+1) I(a-+a) 
TCD)r( 写 9 


L, (a, B) = 


z” 1 T(a+1) 
2 a + B+ n [(a+n) 


(此 处 用 了 习 知 的 公式 ; rT (= +) = =š r(2z) .2 ; 


人 


第 三 sx 
J BH BJ 1 E PS 


$ 3.1. BRITE 

将 ?行列 的 方 阵 Z 看 成 为 252 维 ( 实 ) 空 间 的 一 点 , 则 当 2 过 所 有 的 西方 阵 时 ,在 222 
维 空间 中 得 出 一 维 数 是 x 的 流 形 ，” 行列 的 西 谷 及 宅 所 代表 的 流 形 都 以 4, 322. 今 往 
算出 流 形 4 上 的 积分 元 素 . 

如 把 Z 所 经过 的 22 维 空间 看 做 普通 的 欧 几 里 得 空间 ,这 和 空间 的 基本 微分 二 砍 型 可 以 


&(4Z dZ’) = > | dz;;|° 
代表 ,以 Z =U (ASRA, HF 


dU' = — U dU U, 
所 以 在 流 形 Un 上 的 基本 二 次 型 等 于 
命 d? = — oldUUiaU U”), (3.1.1) 
ôU = UdU = U'dU, (3.1.2) 
由 于 o= d(I) = 4(U'U) = U'd4U + 4U'U， 因 此 
8U' = — ôU; (3.1.3) 
故 (3.11) 可 以 写成 为 
dë = o(ôU ôU). . (8.1.4) 
把 8U 写成 为 (up), 由 (3.1.3) 可 知 Su = 一 sur. IEE (3.1.4) 可 得 
dë = > lôu. (3.1.5) 
j, k==1 
写成 实 向 量 zi 一 i6s;, Gur = Bsik + iBsik, Ót; = = ÒSik + ¿Ó sik G; < k), 改 
dè = 2188 + 2 22 (C05) + OY). (3.1.6) 
j=1 i<k 
因此 U, .上 的 积分 元 素 
n(n—1) s= 
Ú=2 2 TesT Gsndsn). (3.1.7) 
- j=1 了 <k 
PV KW S tE— B] 2E B5 EE JBE , UAE 
U,= VUW (3.1.8) 


R — 
可 得 òU, = W' èU W, 
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o(8U SUL) = e(W' 8U 89U' W) = e(0U SU). (3.1.9) 
因此 得 出 
Ù =Ù, (3.1.10) 
这 是 西 积分 元 素 烃 变形 (3.1.8) 的 不 变性 ， 
今 往 引 进 丁 方 阵 的 囊 变 数 表示 法 . 在 此 种 表示 法 之 下 , 西 积分 更 清楚 . 命 


U=( +¿H)(I — ;H)”, (3.1.11) 
不 难 证 朋 , H J — 73 BE; 这 H 称 为 囊 变 数 . (3.1.11) 的 道 变换 是 : | 
H = š(I— D)(I + U)”. (3.1.12) 


不 难 证 明 : RKA U, P n TARRAA EAE. R — 
REK DH TARRE Eh, ku det (I + U) = 0 及 det (I — í H) = 0 WJ] 
个 流 形 ?. | 

微分 (3.1.11) 可 得 

dU = idH(T — iH)’ + iU + iHU — HAHA U — iH)” 
= 2i (I — :;H)'1 041 I — iH), 


iF 
8U =2i (I + :;H)—'qH (I — iH), (3.1.13) 
因此 得 出 
、 G(@U0U ) = 46 (I + H214H (I + HXH), 
PLA U = 2” det (T + HDX” H, (3.1.14) 
na) n 
此 处 六 =2 2 FI a; TF Cahir dh), W H = QG), hu = hi, hi = hpa + ipa. ERR 
j=1 j <k 
表示 法 下 , 酉 三 阵 的 流 形 一 变 而 为 - 
— co < < ceo, — e < i, hi < @% , (3.1.15) 


HARUAR ERHI AEE. 
定理 3.1.1. 西 流 形 U, 的 体积 等 于 


#n(n-+1) 
(22) 2 
1121... (n — 1)! ° 
证 : 由 (3.1.4) 可 知 


Dy, = 


&, = f- . fò = rf- fedc + 1 B; 


再 由 定理 2.1.5 可 知 . 
a-o Irẹ- 4) Iro- 


L j= 
D, = 22 ? g?” imo 


re—p H res—24—_ D 
0 k=0 


1) det Q+;H) = 0 是 永 不 可 能 的 ， 


Ot 
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由 于 TO T(x + L) = VETO, Th 
II (re — pre —i—- 1))= = IL ras — 2; D22299) 
1=0 2 j=0 


= rêga T I(2n— 2k —1). 
k=0 
故 得 定理 . 
附 记 1， APEA M as [T C6sjx 6sjx) 作为 西 到 的 积分 元 素 ;, 它 和 (3.1.7) 差 一 个 
i=1 i<k 


n(n—1) 
常数 因子 2 2 , 
Tea 2。 在 襄 变 数 表示 法 (3.1.11) 中 ,例外 的 部 分 可 以 设法 免除 .， 免除 的 方法 是 引 
进 爱 尔 米 方 阵 的 齐 次 华 标 , 朗 利 用 爱 尔 米 方 阵 的 射影 几何 学 的 方法 ,本 书 中 不 加 钙 述 . 
53.2. 西区 的 傍 采 的 积分 
-AAU TAARA 
U = VAV", = [e e, e], 2e n0, (3.2,1) 
itk y ERAM. 因 ings < ;=< x) 是 U0 的 特征 根 , 故 A 是 唯一 的 ， 又 车 
| U =VAV-1= VAVT!, 
如 果 U 的 特征 根 各 不 相同 , 草 得 出 FT = W = [e,n], 所 有 形 如 W = [eri， 
s ei] 的 西方 阵 粗 成 U, 的 一 个 子 莉 . 命 U] 表 n, 对 此 子 兴 的 傍 系 的 集合 , 姑 y, 与 
V 属于 同一 个 傍 系 ， 于 是 ,一 般 谨 之 , 任 一 U 方 阵 必 一 一 对 应 于 一 个 4 及 [4,] 中 的 一 个 
傍 系 ， 今 往 求 出 西 积分 元 素 和 4 的 积分 元 素 以 及 [4,] 的 积分 元 素 间 的 关系 . 
-微分 (3.2.1) 


dU = VAV — VAV dV V + VAV, 
朗 得 
V'dUV = 8VA — AV + då, 
8 ñ . 
oldU 4U') = oCV A — ASV) OVA — ASV Y) + ol CVA — Aav)42') 
+ oldA (SVA — ASV Y) + oldAdA'). 
由 于 ¿(GYA — 467)d4) = 0, #E@rƏV = (öva), EPA 


a (dU 4U') = 3 (dual 一 e'z) |? + Èa, 


j,k=1 _ , 
注意 此 处 6v;; 并 不 出 现 ， 由 微分 和 拓 量 所 张 成 的 积分 元 素 以 广 表 之 ,而 以 2 六 一 [Ú] 
F [7 上 的 积分 元 素 ， 于 是 得 出 
Ú = [Ü] JI ] cz i 一 e'%]240,: +. ad0,, (3.2.2) 


i <k 
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定理 3.2.1. FREA U,] 的 体积 等 于 


mn(n—1) 
, _ — 2m)? 
&, = TI21: G — DI ° 
, ii 9, wl . P 
wr: D, = T, f 46, | dbr .. 开 22 一 ek]? 40, 
o o O <k 


5 2 和 , N 
= Ez f -f TI 18 — °k |? a0,... .40,, 
nl Je 0 ;<k 


把 ， ; 
]] co 一 co 
i<k 
表 成 为 
g((n—1)0; +(sn—2)0; +- +e 3) 
I > Biin e i jy ja 
i 


(共有 li 项 ) ,由 于 ent = tenn 的 正 交 性 , 因 之 得 出 
gm, = (27) m. 
定理 得 三， 
现在 我 们 再 来 讨论 另 一 傍 系 集合 (0,]， 其 子 合 是 由 形 如 [ 土 1,…, 土 1] 的 2" 个 方 
阵 所 组 成 的 ， 任 一 西方 阵 避 可 以 [U] 中 的 一 个 偿 系 [U] 及 一 个 对 角 线 方 障 4 = [en, 
ce， e] (0 < 0, < .-- <0,< 2m) RE AU) 的 一 元 可 以 看 成 为 一 个 如 次 定 
义 的 集合 ， 由 诸 傍 系 [U] 及 所 有 A= lei, e°] (0 < 01,…, 0, < m) 所 成 的 集 
合 , 改 (U) 的 总 体积 等 于 2 as, 
$3.3. 爱 尔 米 方 阵 的 极 坐标 
习 知 任 一 爱 尔 米 方 阵 豆 可 以 表 成 为 
H = VAU’, (3.3.1) 
此 处 U EEDE, 4 = lAn .…, A] ERARA 
APAP 2 ,. 
(U, A) 可 以 称 为 爱 尔 米 方 阵 的 极 坐标 ,其 中 4 对 应 于 普通 极 坐标 中 的 向 各 ,而 U 对 应 于 
辐 角 ， 但 现在 的 缺点 是 其 间 的 对 应 不 是 一 对 一 的 ， 车 
H = VAU’ = UA UD, 


则 显然 有 4 = A; 如 果 H 的 特征 根 各 各 不 同 , 旧 得 出 U U = V = [e e°], Bp 
U = U1V。 因 此 一 般 说 来 , H #J([N,] , A) 的 对 应 是 一 对 一 的 , 盖 互 5 A, B k — y 
， 低 维 的 流 形 时 是 例外 ， 


微分 (3.3.1) 可 得 _ 
dH = dU AU’ + U d4dAU' + U AU”, 
故 
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U'4HU = UA + qÀ — AŝU. 
f U'4H U = óG H àG = (ga), HJ 
Sgr = ou (Ak — À) GER), 


Šg; = dÀ;. 
分 开 Sga BJ SC 612, BTS 
À = TG- Mah ao[D]， (3.3.2) 
i<k 
因而 得 出 
det (I + H>” = [F G; — 022 JI G + D dh dhl0]., (3.3.3) 
i<k i=l 


命 
. ej = (1 + ;¿)(1 — iA, 
WAAPAS >in KYR r> 0, 2 0,2 --: 2 0,2 — z; 又 


II (ci 一 ctok) 一 TT (2i (à; 一 R) ) I[ (1 一 iAP, 
k=] 


FE i <k i<k 
Te — 2r = 2ra TT Q — 222 TT G HAD; 
i<k i<k k=1 
' (+2 
及 (3.1.14) , 所 以 得 出 
Ú = ][ 16% 一 cj2d0 20.[D]， (3.3.4) 
了 < 类 


此 处 ci :et JE U RER, B. z 2 0, 2 0,2° :之 ,之 一 XX. 

$53.4. ERER 

今 往 讨 论 任 意 7 412625 BE RIRE. CAA Z 可 以 表 成 为 

f Z=UAÀV, (3.4.1) 
WAU R V 是 s IAEA, 4 = [A,……, hl] ERARA, 其 对 角 线 上 的 元 素 
适合 于 i 
1222... 之 4, 之 0，, 
此 (U,A,V) 可 以 称 为 Z 的 极 坐 标 , 但 须 注 意 Z 与 (U0, A, V) 之 间 的 关系 ,并 非 一 一 对 应 
的 . 但 是 , 今 将 证 明 ，Z 所 成 的 集合 除去 较 低 和 维 窄 半 的 流 形 外 ,与 [N,] x 4 x 一 一 对 
应 ， 假 定 
Z=UAV =U AV, 
HFAA,- e, A E ZZ' 的 特征 根 ,因此 4 二 hi， e UTU = U, Bl 
U,A2 U; = A2; 

GREER .五 不 相等 , 剧 得 U, ER AREA. AEAEE, AEE 


Ee a ee sp 
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一 一 一 -一 ~ 一 一 一 -一 一 一 -一 一 一 一 -一 -一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -- 


ZZ 有 重 特征 根 的 情况 时 , Z 成 一 较 低 维 的 流 形 。 ， 

注意 : U, 的 维 数 ( 实 ) 是 22, [4,] HERE n 一 n, A 的 维 数 是 x, 故 [U] x À X u, 
的 维 数 确实 与 之 的 维 数 .2 2 相等 . 

今 往 研究 变形 (3.4.1) MERRIA. 为 了 易于 了 解 及 将 来 引用 方便 计 , 仿 分 步 地 
完成 坐标 变换 的 手续。 

1) 习 知 任 一 定 正 爱 尔 米 方 阵 H AE —ERRA TT , 此 处 了 工 乃 一 三 角 方 阵 , 其 右 
上 牢 缘 为 笼 , 其 对 角 线 上 此 为 正 实数 . 

把 H 写成 为 (h) HR hy = h B bx = hh + iha G > R), IERE Aj, Airs Air 都 是 实 
HEr 4; Xr 

ñ=? ao TI 2; TH (akj dh) 
f=1 i>k . 

32273 MURAT. 

把 了 写成 为 了 一 (k), tú = ti t = tx + ik G > k), DRE tiy eo ñ ERR, 
且 命 


了 
= [| as 由 (Zx ds) 
i=1 i>k 


#= 8-9 BUR ART B fEB1363E. 
定理 3.4.1。 我 们 有 次 之 等 式 


n 下 十 1 


H=2 2 EDH.. atat, 


a: 今 用 归 和 法 来 证 明 这 一 定理 ， 当 ” = 1 B, K 2, = A, 此 定理 显然 芙 实 ， 命 
H, 2 T, 0 
ELES 
v hal. : T tn 


Hi=TF, v=7tT, A rt 


容易 算出 ,? 与 T ADRAIA le) _ 


PTE ) | det Ti} 


故 得 


T d, dhik = | det T|? T (dtak dtan) = (Et * t,—1)2 T (dtar dtar) °. 
k=1 k=1 


由 归纳 法 假定 可 知 
n=] n 
À = 2° È, [| (dhie dha) dha = 2" (ty * ta)? ta Ba [| (dinr dtn) dtn 
k=l . =1 


， nin) nny . 
= P aa) RO T=2 + Ati. aT, 
2) 对 任 一 行列 式 不 为 辟 的 方 阵 ZZ, 由 1) 可 知 有 一 如 1) 所 壕 的 三 角 方 阵 了 , 使 22 一 
TT. 于 是 得 出 


cp 人 a amko Q QAQ ab sh L ea 
a sebae i Ri. e: 0 


44 ZALE SRR rh A RIRA OT 


定理 3.4.2. 任 一 非 奇 异 的 方 阵 Z nj PIE Hh 228 TU 之 形 , 此 处 U 用 一 西方 阵 
W T Jy—= 8 BE ,dt2+r_E 4629 RHH AETR AIE. 

证 : 由 ZZ = TT, ke ZT = U, iZ = TU. 

XN— +E 35 BX 4562 E5G3824 1E#kht = Ji Jy EA BAEVA 
PFI IHD I, Pea 

Z=TU=T,U,, 

H% T =T, JAI U =U. 

定理 3.4.3. 由 定理 3.4.2 rh ZERREN RATRI 35k 2: 


Z= 2 ñuti... B at tÙ, (3.4.2) 
IAE Ú D AARRRRTR. 
证 : 由 . 
Z=TU 
可 得 出 
dZ = 4T U + T aU, (3.4.3) 
行列 互 换 并 取 其 共 塌 虚数 立 得 


dZ' = UdT + dU1T' = UdT — Udu U 1 T, 
t ôU = dU U`, dP = dZ U` Z 40 = U 4Z', 可 得 
J, = dT + T óU, 
dO = dT — óU T 
(此 处 之 8U 与 $3.1 中 所 定义 者 不 同 , 但 53.1 中 60 所 具有 之 性 盾 现 在 的 6U = 4U UIR 
HRA). 命 6U = (dva). 


(3.4.4) 


将 (3.4.4) KERER, BD! 
j 
dpi = dti + 27 tdv, j> k; (3.4.5) 
s=1 
k 
dqa = di — 27 ir dvs Æ j<k; (3.4.6) 
:=1 i 
dpi = du + D ti dvs; . (3.4.7) 
#=1 . 
dp;ix = ` bjs du;k; E j < k; (3.4.8) 
s=1 
k 
dqik = 一 > g. dui, Æ j> k; (3.4.9) 
szi 


i . 
dq; = di; 一 > tjs dvis; (3.4.10) 
r=) 
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又 由 (3.4.7) PÆ (3.4.10) 得 出 


i—1 了 一 
d(p;; 一 qin = > tjs dvsi 十 2t; du;; + >iO £, dvjs. (3.4.11) 
#=1 #=1 


AERA FAHARI: 
J = |OPAC R), GLR), pi (1<j<n), p G<), GZR), pi—qu(1<;<n) 
OGR) tki GKR), tu, | (1<<;,k<n)) 
由 (3.4.8), (3.4.9) 及 (3.4.11), 其 中 元 有 dtir, dir 及 dti, 故 得 
J= Olp GLk), GR), Pü — qu (<;<çn)) 
Alaaji, k<n)) 
又 在 (3.4.8) 中 仅 有 doa (p<2), 在 (3.4.9) 中 仅 有 dvp (>q): 3 don (<) 写成 


dupa (p<q) 之 线性 变换 ,其 方 障 乃 一 三 角形 者 , MHIIRI A TD te 故 
得 出 


3 


J = 2" DH BD B ata, (3.4.12) 
HTH zx = x 十 iy; RI 


5 


Een 
O(x,y) 


(pir, qir) 
, tt 
Ot tirs tjs Vik) 


= 2 Ə(e@; qit) 
Ot Fiks tis Vik) 


由 此 立 得 
Ə(P,Q)| _ 2 BDH.. A u, 
Ə(T', V) ; 
又 因 
a(z, Z) =1 Ə(Z, Z) = 2” 
Ha 0) Ə(X,Y) > 
故 最 后 得 出 : 
sm(n—1) 


Z=2 2: goH.. tt. 
3) 极 坐 标的 体积 元 素 : 
TH 3.4.4. 由 (3.4.1) Br REH BJ Z 5 [U,] x A x u, 之 关系 的 体积 元 素 之 关系 为 
Z= Dh An) dà edh TID]. (3.4.13) 
WF: 命 
ZZ' =H, H=TŤ, 
由 定理 3.4.3 可 得 
Z= dep... ñu TU, 


又 由 定理 3.4.1 可 知 


| ga tt 
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Z= 2 BÚ, 
再 由 (3.3.2) 可 知 
A ¿Odi dA. B [Ú]. 
53.5. 对 称 方 阵 的 极 坐 标 
命 Z 表 一 复元 素 的 对 称 方 阵 , 作 考 ( 华 罗 康 [1] ) FREE AET AR A 
Z=UAU', | . (3.5.1) 
JEE U EADIE, T 4 = [A1,'…, hs] 是 对 角 线 方 阵 ,其 对 角 线 上 的 元 素 适 合 于 
APh 2 ¿,2 0. | 
命 (4,) 代表 本 要 U, 对 其 分 至 [ 土 1,…, + 1] 所 成 的 左 傍 系 的 集合 ,如 此 如 易 证 :一 般 
FR Z 5 (u,) X 4 之 间 的 对 应 是 一 对 一 的 . 
微分 (3.5.1) 可 知 
dZ = dU AU’ + UdAU' + U AdU', 
U'4ZU = 8ó9UA + dÀ + ASU’, 
此 处 8U = D'4U， 可 得 
ol(dZ 4d2') = o(U'4ZU U'4Z'U) 
= o( (UA + dA + ASU’) (A6U' + dA + 604)) 
= z#(dAdA) + ol(6UA + AB3U(A3U' + 604))., 


fr - 
(SU4 + ABU’) = (dg;x) (dg = dgr)» 
K 
c(dZ4Z') = 2) aR + Ñ dgl + 2 D deal, 
j=1 i=1 ` i<k 
其 中 


dgir = Àr Out + Àj urkia j < k, 
dg; = 2ikiðuji. 
由 dup 所 张 成 的 体积 元 素 , 可 定义 为 (U) 的 体积 元 素 (Ú,), EDH 8sa = Bue + ibug 时 
(ñ, = [| s; TT z 4k; 
i i <k 


=i 


故 得 


ninti) 
Z=2 ° [IR RIA: A dhe -dha Ù,}. (3.5.2) 
i<k 
TERRENAE. JFEfJSEXIARJ TARRA 
T = TAT, (3.5.3) 
此 处 是 行列 式 为 十 1 的 实 正 交 方 阵 ,而 
A = [Atta Ral, À, 2 À, 2 :: - 2 ha. 
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且 易 见 ,一 般 瑶 求 ， AAAF {0t} x A, IEA (or) RRIAZ 十 1 的 正 交 
RAHI [+1,::., 土 1] 的 左 傍 系 的 集合 . 
微分 (3.5.3), 旧 得 I - 
TaTT = lA + dÀ — AOT, 
此 处 al = [lar R— Fx JyBE ; 因此 
e(dT dT’) = oC (lA — ASL) (SrA — ASTY) + a (qA4A", 
命 [0+] = Jf ôv, 则 用 同 法 可 以 算出 
1<i<;<s 
f n(n#-=l) 
T=2 + Tik — à;ildh -dh [0+]. f (3.5.4) 
í<; 
再 命 S 代表 一 对 称 西方 阵 , 所 有 的 5 的 集合 以 7 表 之 . 命 U 是 一 西方 阵 , 邻 往 求 出 7 
上 的 经 变换 


S= USU' (3.5.5) 
而 不 变 的 积分 元 素 ， 
命 

S= G +T) — iT)”, (3.5.6) 

ATHA SHETA, hT s 2 882 , Bh Pl 
(I+ i iT) = Q — iT)(I + iT), 
即 工 是 爱 尔 米 方 障 。 又 由 于 5 是 对 称 的 , 即 
(I + #;P (I — iT) = (I — iT')1(I + iT >), 

WETER. KZ, T =T 一世 ， 即 了 工 是 一 个 实 对 称 三 障 ，(〈3.5.6) 的 送 变 换 是 

— T = (I — S)(I + S)”, (3.5.7) 
EZ, 8.5.6) 及 (3.5.7) 建立 了 了 与 S 间 的 一 一 对 应 关系 . 例外 流 形 的 维 数 低 于 


l, G 十 1). 
2 


4 S 由 (3.5.6) 变 为 S, i, TREES T. &+EFEH T ES T EARRA. TEJ U 
分 写成 虚实 部 分 f 


U= A+ Bi, (3.5.8) 
HUU = 工 可 知 ,4 与 是 两 个 适合 于 ` 
AA +BB =I, AB =BA (3.5.9) 


的 实 方 障 。 因为 
S= USU' = (4 + BÐ + im (1 — iT) U7 
IC4 — BT) + (B + AT)š;](I — IT>Ə1(A — B)” 
[I + i(B + AT)(A— BT2)”]J[I — i(B + AT) (4 — BT) `'] 2, 


= (AT + B) (一 BT 十 4) 一. (3.5.10) 
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H (3.5.9) 显然 得 出 
(AT + B) (— BT + A) = (— TB + A) (TA + B). (3.5.11) 
a (3.5.10) 并 用 (3.5.11) 可 得 
dT, = AdT(— BT + A) l+ (AT + B)(— BT + A) !pd4T(— BT + A)” 
= AdT'(— BT + A) + (— TB + A) 1(TA' + B )Bd4T(— BT + A)” 
= (— TB' + 435 1[(— TB + A)A + (TA + B)B]2T(— BT + A)” 
= (— BT + A) !dT(— BT + A)", (3.5.12) 
双 由 (3.5.9) 及 (3.5.11) 可 得 
I+ T=I+(—TB + AD> (TA + B)(AT + B)(— BT + A” 
= (— BT+A)—[(— T B'+A)(— BT+A)+(TA'FB)(AT+B)](— BT+ A)” 
= (— BT +AU + T2) (— BT + A)”. (3.5.13) 
由 (3.5.12) 可 知 
T= (de (— BT +AT, 


又 由 (3.5.13) 得 f 
det (I + TẸ) = det (I + T2) (det (— BT + A)), 
故 得 
(de (I+ T) i= (de (I + T) 2 T, (3.5.14) 
用 与 前 面相 同 的 方法 ($3.1) 可 以 算出 
satn m, 
$=2 2 (dI +T2)) ?T, (3.5.15) 


(sl) 


JkT = 2 + 下 dix. 显然 有 = S, 这 是 一 不 变 积 分 元 素 , Y 的 总 体积 由 定理 2.1.1 
j&k ' 


知 等 于 
. nin+1) _s+1 . 
Jš =2 2 | de a + T°) T} 
S T 
3n(n—1) r(z) za 一 1 rí; 一 二 十 1) 
= 25.2 4 Rt 2 . 
rí t) »=1 [T(n + 1 — >) 
如 果 用 (3.5.4)， 则 得 
36 (n—1) n _ 32 十】 , 
$S =22 + M au OAD? dh o O dA (0). (3.5.16) 
1<i<íi<%s i=l 
命 
a, = 1 + ü, 
1 — ih ? ` 


HT A2212:: 21, RJE x 2 0, 2 0,2 --: 2 0,2 — =, 易 得 
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一 -一 -一 一 


ci — eiu 一 2: (¿L, — Àa) 
(1 一 À.) (1 = iha) > 
ép 
ets — etu) = 2| — Rul ; 
(1 +AU + B) 
inia | 
27 [irh 
TT 22 一 ea] = 一 -一 一 一 -一 (3.5.17) 
1<re<u<ns iji a + R 
v=1 . 
另 一 方面 
_ 1 1 —_2 
40, = (: 二 =) di = Th (3.5.18) 
由 (3.5.16), (3.5.17) 及 (3.5.18) 可 得 
区 (22 一 1) 
Š=2 * H le — ed0....d0,(07). (3.5.19) 
1<v< u < 
Piae, pA T ARR AE Pi yi s 可 以 表 成 为 
S =TAI, ' 
此 处 是 一 实 正 交 方 了 ,其 行列 式 等 于 1 及 A = [eia ea], 
§ 3.6. MHRA REIR EER 
作者 (华罗庚 [1]) 借 证 明 任 一 复元 素 的 和 斜 对 称 方 阵 Z 可 以 表 成 为 
` UMU', . (3.6.1) 


此 处 U EADAR 


M= (0 全) 二 (2 全) 于， Nh 


mi 是 偶数 ,这 直 和 止 于 《0 性 ), 此 处 "= |+]. 不然 在 此 项 之 后 再 加 上 “十 中 
今 将 时 论 形 如 
K=TFI' (3.6.2) 


的 科 对 秘方 障 , 此 处 了 是 实 正 交 方 阵 之 行列 式 等 于 1 者 , 而 
p=(_ 0% S+ in 人) 十， >>> 0,>0. 


当 n ERRO, E-E EARR ARRA (3.6.2) 的 形式 , 但 了 的 行 烈 式 可 能 是 
土 I， 可 注意 者 : 当 (3.6.2) 中 的 实 囊 变数 当 作 复 变 数 时 , (3.6.2) 可 以 代表 斜 对 称 方 阵 所 
成 的 n(n 一 1) CENE. 

HE (3.6.2) 的 集合 用 噶 表 之 ， 如 果 有 两 组 (T, F) 及 (Ti F) 代表 同一 方 阵 , 朗 


50 £# AERE r iris Pupu SUbt BNI r 


TFT 一 六 PT 
W F = F B m2>> 0, > 0,> -- > 0, > 0 时 


r = L.A, 
此 处 ; aa > aa 
= cos 01 sin 0 $ cos ó; sin L... 
a= (` sin ó, cos +) + (2 sin ó, cos 5 + ° (3.6.3) 
最 后 的 尾巴 是 


( cosó, sin 2) 或 ( cos 6, sin 9) 41, 


— sin ó, cos ĝ, — sin ó, cos 0 
FI s 是 偶数 或 奇数 而 定 . 
我 们 也 用 T 代表 正 交 方 阵 行 列 式 为 1 者 所 成 的 举 ， A 也 表 (3.63) 所 成 的 村， 


£= 工 代表 对 其 子 替 A 的 左 傍 系 的 集合 ,如 此 可 知 : REL, 只 上 的 点 与 2 中 的 


一 傍 系 及 一 个 下 一 一 对 应 . 
微分 (3.6.2) 可 得 
dK =a FI +TdrT +TFar. 
Eer ôr = D'ar, 如 此 得 出 
T ZKT = à—[ F + dF — FT 


及 " 
T'agT = — Fé + óy[ F + aF, 
可 知 
ol(dK-dK’') = ol(T’adKT .TT'dKT) 
= ø( (8I F + Fól) (al F — FT)) — ol (Sl F — Fól[ )dF') . 
+ s(dF(— Fr + ə[ F')) + e(dFd4F). (3.6.4) 
HT 
dF = iF[4d0,, 40,, 20,, 40,, ---]; 
可 知 
e(dF . dF') = 2(q01 十 … + 402). (3.6.5) 
又 由 于 UFF = FaF, Wp i 
GCT — F ôl )dF') = ol6T F 4F') — a(s! 4F' F) = 0 (3.6.6) 
及 1 
oldF(— Fer + 6TF)) = 0. (3.6.7) 
更 有 


a((Ə[ F — Fl) (OT F’ — F'a[)) = 2a(8[ F or F') ~ 20(6T’F'F). (3.6.8) 
总 括 〈3.6.4) ，(3.6.8) 可 得 ' 


o(dK .dK’)= 2G(ƏəT F àl F’) — 2ø(ôl F F) + 2 >; 4602. (3.6.9) 
a=1 


形式 上 虽然 有 二 n (n — 1) + x ER Syal < a < B < x) 2 40,(1 < a < v) 的 


I 
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二 次 型 , KEL, 它 并 不 含有 Yn Oym: REZ EEA Ln (a— 1) 一 十 v= 
= n (n 一 1) 383880 — sm, LTF R Iki H KERAHAT E 
FER). - 
定理 3.6.1. HJE R (H (3.6.2) 所 定义 的 ) 的 容积 元 素 是 
K=a IT sin?(0s— 0a) TI dO. 2, (3.6.10) 
1<a<B< a=1 
此 处 


De 
sa. 当 n = 2" + 1. 
2 PEREA 2 上 的 容积 元 素 , 更 具体 些 之 是 6yi(1 < ; < ; < x) HRR, 但 其 中 除 掉 
6Yn，674，'"* RA CRAE v), 
WE: EBRE n = 2v ERA. JE ól K FRAZI JBE 
ôr = (lag) icas bery (Slap) = — ST pa 


R 
F = F, +: : - + FF,, 
此 处 
F. = eaf, Fa = — etag, Fo = fr ; 
代 进 (3.6.9) 可 得 
ol(dK 4K') = 2 D oll a Fa Əla, F.) — 2 > G (T. ó[ pa) + 2 >; 282 
a p=1 a,B=1 ` a=1 
= —2 > (ollaa F. Əl.. Fo) + ollaa 6T.)) 
a=1 
+4 E (ollanda) + cos (Oe — 0.)a(8[.ə Fa T.e FO) 
1<<<B<v 
+ 2 27482. (3.6.11) 
首先 ai - 
Fa = (2,8) 
po0 
由 此 得 到 
all sa Fol aa Fo) + oT oa Slaa) = 0, (3.6.12) 
又 命 p\ 
CT。s 一 (, ) 5 
出 


4G(6T op slip) + 4cos (Og — 0.) alal ap Fo slap Fo) 
= 4(2 + b + 2 + 2 + 2cos(0a — 0) (be 一 ad)), (3.6.13) 
这 是 a,b,c,d 四 个 变数 的 二 次 型 , 宪 的 行列 式 等 于 
44sin+ (Op — 0.). 


=: eatatie i Rt a a OSO OŠ ee 
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由 (3.6.12) Z (3.6.13) TR (3.6.11) 是 一 个 4 二? (一 1) 十 9 一 二 (z — 1) 个 变 
数 的 二 次 型 , 宅 的 行列 式 等 于 
4o- T sint (Oa — 0.) 2, 


1<a<B< 
由 此 R 的 体积 元 素 等 于 
220-0+¥#" TI sin’C0p — 0.) TT 40.3. (3.6.14) 
1<a<pB<， a= 
Eris n = 2w + 1 是 奇数 的 情况 ， 把 ól 与 下 分 强 为 
(2y 
Eo 0). F = F” +o, 


代 进 (3.6.9) 可 得 


=n OTF, o) (297 9))- 
saK dR’) = 20 ( =v F, 0) (~F, o 


SrL — vso isv) 1 0 yg 

一 2 (( ' 8v ar, 2) ( 0 0 )) + 2 之 40, = 

= 2a (ôl, F ol, Fi) — 2ə (aT al) + 20(6v6v) + 2 >` 46: , 
a=1 


HRE EF Ez RRT AU $Ç LB 38658 5 


2%e-D+k TF sin:gs — 0.) :2° TI dhè, (3.6.15) 
I 1&a<f&r a=1 
现在 我 们 再 研究 下 列 方 阵 所 成 的 集合 
K = U DU', (3.6.16) 


此 处 羽 是 一 西方 阵 而 ` 
p= (2 a) + (2 5) Foe 
当 ” 是 偶数 时 , 最 末 项 是 (0 上 ); 不 然 , 则 最 末 项 是 0， 当 nR, (3.6.16) 就 是 
(3.62); 但 当 ”是 奇数 时 , 却 不 相同 。 前 已 知 (3.6.2) 的 ( 实 ) 稚 数 是 n (a — 1), EE 
明 : 当 为 奇数 时 ，(3.6.16) 的 区 数 等 于 二 mn 十 1) — 1, HUDU =p 可 得 

U D’ = D'U, 


U: 0 
U= ( 0 so) 5 


MU 是 * — 1 4921802837. h 


故 
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u((2, o) tet (5, o) u= (5, 9) tot (5, o) 


OTAU EREK n 1 472156 5 RERE La 一 1), RARE K, 适合 


(3.6.16) 的 不 同 的 U 的 集合 的 礁 数 是 L n(o 一 1) 十 1. HRK n, 故 (3.6.16) 
所 定义 的 集合 的 和 维 数 等 于 
一 (二 so 一 D+ 1l]=T oG +D -1. 


又 此 时 K 的 全 合 的 总 体积 ( 邹 Co 的 体积 ), 可 由 ”为 偶数 的 情形 推出 ( 见 $4.8). 
$3.7. 实 正 交 区 的 体积 及 其 一 个 应 用 
作为 一 个 附录 ， 我 们 现在 钱 述 一 下 实 正 交 对 的 积分 元 素 及 其 体积 ， 附 在 这 几 来 难 壕 
的 原因 是 由 于 所 用 的 方法 是 一 样 的 . 
现在 先 研 究 # 行 询 的 实 正 交 从 Os, 即 适 合 以 下 关系 的 ”行列 的 实 方 障 T. 
TT =I, (3.7.1) 
显然 有 det T = +1, FARA +1 的 正 交 方 隙 所 成 的 于 用 0+ 表示 。 对 应 于 一 个 了 可 
以 做 一 个 方 阵 
K = (I — T> O+”, (3.7.2) 
但 det (T + T) = 0 的 情形 必须 除外 .现在 对 det (I + T) = 0 RERIT RER “一 般 
说 来 不 成 立 ”. 因 为 任 一 行列 式 为 —1 的 T, 一 定 使 det (4T) =0 (此 点 可 由 del +T) = 
det (T T” + T) = det T det (T” + I) = 一 det (I + T) 知之 ), 所 以 现在 限定 了 属于 OL. 
H (3.7.1) 立 得 
K = — K'; | (3.7.3) 
BR (3.7.2) 立 得 
T = (I — k) (I + K>; (3.7.4) 
由 于 det (I — K) = det (1 — K’) = det (Z + K), B B[#£lI det T = + 1, 
微分 (3.7.4) 可 得 
dT = — 2(I + K)'14K(I + KR)”, 
因此 
G(dTdT ) = — 4G(dK(I — K) 14K(I — KĄ). (3.7.5) 
把 dK 写成 (dh), IEP dku = 一 dka, 把 (I 一 KD 写成 Cua), FEP ur = ue, RBI 
(3.7.5) 变 成 为 
8 > > (uj, — tis taj) dki; dk, 
故 得 出 积分 元 崇 
- T = 2%"t-D de (T 一 K2) -$n R, (3.7.6) 


ET TO TT EE ED LE ket Lona ait 
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此 处 | 
nin-1) 


K=2 * [aks. 


i<j 


所 以 正 交 芭 04 的 总 体积 是 
j: = zomo f. . Je (I 一 KAT ODK, 


K 


由 (2.1.4) 可 知 


fi q = giran TE r r(e») D) (322) 


现在 我 们 可 以 算出 流 形 兄 的 总 体积 ， 先 证 
定理 3.7.1。 我 们 有 等 式 


[I sin? (0a — 0.) d0,- 28, = CÈ (3.7.8) 
x>01>>0,>0 1<acp< 2” 
及 
Q r)” 
II Ceosðe— cosb)? d0,- d0, = — EO. (3.7.9) 
a28, > >00 lca<pav 2%_(( — 1)1) 
W: 由 于 
sinz(b8 一 0.) = 地 |e — er0p12 
及 ei” 的 正 交 性 盾 可 知 


H sin? Cês 一 0.) dð, ... dð, = 


#>01>°>0,>0 I&a< Bey 


= 1 - E . J II ] 28, — ep8|24d01.... . — (2 r)” Pl = (2 z) . 


y! 2”. 207D 0 0 (<a<p< 212” 2” 


双 由 于 cos: 0 = = (cos 20 + 1), cos” 0 = Tcosm0 +e . Z cos m 0 RJ EZ ME S ST A 


TI (cos Op 一 cos 0.)) 20, ... 40, 


*>0,>-->8,>0 1<a<p<e 


cos"0,, -::, cos’ 0,, \, 
7 2x y— 2 ... 了 Y 一 2 
= > 1 f f CE 0i; 3 COS | dð: . d0, 
".y1 0 g Ü] 1. 
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, cos(y — 1)0,; ++, cos lv — 1), v: 
一 1 z i cos (v — 2)0,, ++, cos (» — 2)0,|| ; ...d0, 
2v! (w — 1) F f; | 区 本 ) 9, 9 
1, . 1 i 
= (2mw)”.p1 — m” 
2v! (@—1) Y 2 1)122 `” 
今 往 研 究 形 式 如 


G=T MT (3.7.10) 
H EXEM GHEE, T ETARA 1 的 正 交 方 阵 且 


M= ( <os 0, °") + ( cos 0, ME L..., m20>...202>0. (3711) 
sin, cosO, — sin 0, cos, 


cos 0, sin 0, 


N ç; = 2 时 ,此 直 和 阁 目 于 ( ) 而 当 # = 2v + 1 时 , 它 闵 止 于 


— sin 0, cosh. 
cos0, sinĝA . 
( ) +1, (3.7.12) 
— sin 0, cos, 


同时 我 们 也 用 G 代表 此 集合，F(G) 表示 G 的 体积 。 当 # 是 奇数 时 , (3.7.10) 包括 
所 有 的 行列 式 为 十 1 的 正 交 方 障 , 所 以 由 (3.7.7) 


1 
n 了 (一 (ax — 1) 


当 #” 汪 偶 数 时 , 任 一 行列 式 为 士 1 的 正 交 方 阵 可 以 表 成 为 (3.7.107 的 形式 , 但 detT 可 能 
E +1, ÑZ 


(3.7.13) 


(a — 1) 
V (G) = + (er T re) . (3.7.14) 


现在 再 用 为 一 方法 来 计算 V(G)。 车 
G=TMI =T,MT, r>0 >: > 0,> 0, 

HET =T, 其 中 - 
_ cosó, sinópn . cos, sinj; 
a=( ) ) 


— sinó, cosô 


一 sin0 cosó, 
A-REZ, G 上 的 任 一 点 可 以 用 三 (= T/A) 的 一 个 傍 采 及 一 个 M RRR HEAR 
法 是 唯一 的 (可 能 有 远 低 礁 的 流 形 必须 除外 ). 
利用 已 往 屡 用 的 方法 可 以 证 得 , G 的 体积 元 素 等 于 


Ġ=b 开 Ccos0,— cos0s2 [| 40} È, 


1<a<f<rv a=1 
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此 处 
b= Ce ` 8 n = 2" 
22 +h”, #rn = 2 + 1. 
如 果 命 
V (2) = jee È, 
=f 
则 得 


V(G) = bv (2) f II (cos0, — cos0,)340,:. - d8, 


20 >-->0,20 KaK 


I (2m)” . 
= X 
bV (2) 221 (y = 1)13 ° (3.7.15) 


EHEM 3.6.1 可 知 
1 = aV (5) f (TE iOa — 0248, -280,, 


r>0,>->0,>0 1<a<B<v 


叉 由 (3.7.8) 可 知 


iaae, (3.7.16) 
c 2” ` 


AH (3.7.15) 及 (3.7.16) TA 
1 — 4 (WY— 1)!) ype) 


c b 202 
命 
二， 车 ”是 奇数 
) 一 
a 
RIS 
<Ç 
1 _ , (@ — 113 baa) TT r(3) 
c À FD (87)+ (=) H Tla) ? 
此 处 


n L, 车 + 是 偶数 ， 


2™*， 车 + 是 奇数 , 


当 n ERRET, 与 Rn 的 特征 流 形 Cu 相同 ,因此 7 是 偶数 时 C1 的 总 体积 也 已 经 
算出 ， 


的 
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$4.1， 图 型 域 的 完整 柔 
PRE n NEER z= (zi, '…, za) 的 包 有 原点 的 有 界 单 连 通 域 ; 命 @ 是 科 的 边界 
上 的 特征 流 形 ,其 上 的 任 一 点 在 其 邻 域内 ( 指 在 € 上 的 邻 域 ) 


z = 6; = ë; (t> ``, tm) (m F n), 


可 以 实 参 变数 号 -- - , in 的 解析 国 数 表 出 之 ,并 假定 画 数 方 阵 ĉe 的 秩 等 于 n， 由 此 性 盾 
. 可 以 得 知 , 当 z, … , 声 作 为 复 变数 时 , 则 z; = £, 变 成 为 个 非 互 依 的 变数 . 
熟知 (Bergmann [1]) 在 中 解析 且 适合 于 


Jj. | G) s < oo (4.1.1) 


GEP ze = se Tiy (k= 1,2, n); z B y 508, š = ] ¿et dyt) MDAA 
j(z) 所 成 的 Bz(= BR)) AHA i | 
lz), v=0,1,2, ° 

TERE, CADAT MEJA: 

G) J Pz) p,(Ə) # = dus (4.1.2) 

Gi 车 j(z) BF P, B 

| e) BE) # =o, s=0,1,2, *** 

则 f(z). 三 0, Bl (@,(z)) 成 为 一 个 正 变 正 常 完整 系 . 

BER EEZ, MEER 

z= w (4.1.3) 


而 不 变 的 域 , 则 有 下 面 的 性 盾 : 
假定 a, 1ta as; bis ` 5 5 是 22 个 非 负 整 数 ， B 


a 十 . `. + a, b, + `... + ba. 
命 
4 =Í atoan gh... gh 2, (4.1.4) 
R 


rea 
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HTF = Ww Ag 
A = citeit tag byin) f wE ow w w 2 
= eit tagt mtn 4, 
因此 得 出 
4 一 0。 (4.1.5) 
如 果 假 定 流 形 C E , EREJE 
y= e? ë 
而 不 变 , 则 同 法 可 以 起 明 : 
J. Ero guër e Er =o, (4.1.6) 
必须 说 明 式 中 的 6 的 意义 , 它 是 由 二 次 微分 型 
S'la = 51 S Ea; 
i=1 i=1| j=1 Oi 


所 得 的 体积 元 素 , 部 


定理 4.1.1。 假定 名 是 加 型 有 界 星 状 域 ， 潜 f(z) 在 中 是 有 则 的 ,并 且 
WOESE- =o, 
R 


此 处 qi `` 5 Gn 各 过 0,1,2, "° =, f(z) 必 悟 等于零 . 

证 : ARO 表示 以 原点 为 中 心 ; 抬 只 缩小 上 倍 所 得 的 域 (0 < 上 < 1) (1) =R, 当 
t= 0 时 , ROD 籍 为 原点 , 即 与 任 一 非 原点 的 点 , 必 有 一 :使 该 点 在 名 (#) 之 外 , 必 有 一 :使 
HE 


oo 


f(z2) = > Car es aa 21 ` RA - (4.1.8) 
k 


=0 ayt--'+ay=k 


在 RC) PES. 
bn 


Em (z) = > €, -s bn z’ `. 225 
bib, =m 
H (4.1.4), (4.1.5) 可 知 
Í ai) Gy: = NOE, 


HFR 仍 是 圆 型 域 ) , 故 得 gn(z) 三 0， 当 w 过 0, 1; 2，… BF, A (z) 三 0， 
§ 4.2.。 HEK 
假定 有 界 域 叶 包 有 原点 为 其 内 点 ， 命 了 表 变 gI 为 其 自己 的 醒 , 其 中 的 元 素 是 解析 变 


TT Aa ERTA a E A EE o i Ra E ARRATE aaa y a OAR = 
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换 ,使 原点 不 变 的 诸 变 换 所 成 的 分 愉 以 了 表示 ， 习 知 (H. Cartan [1]) ,中 任 一 元 素 由 
它 的 厂 性 项 唯一 地 决定 , 即 


= 3 uz + KA. (4.2.1) 
j=1 


当 wi 已 定之 后 ,此 变形 唯一 地 决定 。 E, km 用 是 紧 丝 的 , 因此 不 妨 假定 (经 过 必须 的 线 
性 变换 ) (xz) 是 西方 阵 ;, 以 U 表示 ， 有 时 ,我 们 就 用 局 来 表 变 形 (4.2.1), I ku U € T, 是 
指 变 形 (4.2.1) ME. 

WERËSSRI T, 同一 傍 系 中 的 变形 都 变 同 一 点 4 为 0, 这些 a 成 员 内 的 点 集 , AM 
表示 . MIARA RART 的 与 原点 相当 的 可 递 集 合 , 所 以 T 中 的 元 来 是 由 M 中 的 一 
点 及 T 中 的 一 个 西方 阵 险 一 决定 的 。 把 它 写 为 


w = f(z;a, U), a € %t, U €T... (4.2.2) 
命 
z = J(x; b, V), b € %, V €T, (4.2.3) 
是 另 一 变换 ;而 
= 7@ (x, b, v); a; U) 一 f(x; Cy W) (4.2.4) 
是 (4.2.2) 与 (4.2.3) 的 乘积 ;又 命 w = 0, 立刻 得 出 
a = fle; b, V). (4.2.5) 
微分 (4.2.4) 可 得 
Ofi(x; c, W) = f (z; a, â, U) Əfz(z; b, n M 
Ox; > Oz 、 Əx; (4.2.6) 


变形 (4.2.2) 的 函数 方 阵 以 


JG, a, U) = (a), ay = hiia U) 
Oz; 


家 之 .在 (4.2.6) PR x = c, BJ z = a, 因而 得 出 

J(e, e, W) = J(a, a, U) J(e, b, V), 
部 当 由 (4.2.5) 把 < 点 变 为 4 点 时 ， Iese c, W) EH Jla, a, U) 和 变形 (4.2.5) HRR 
WARR., ASET 


J(x, x, W) = J(z, z, U) J(x, b, V), (4.2.7) 
此 式 当 * 与 z AEM 上 时 成 立 ,而 * 与 * 之 间 有 关系 
z = f(x; b, V). (4.2.8) 


车 另 有 一 变形 
u = f(x; b, Vo), 


RIR u 到 x 的 变形 是 使 原点 不 变 的 ; 因 之 ， 


(的 -- 


ee as BAB sii Gal ER aa PA SREE ABAR ai ANR iaai EE: -iio E 
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是 一 西方 障 。 由 此 部 得 


[J(z; b, V)] =, = (2) [J (x; b, Vo) l= 
所 以 
J(b; b, V) = Ub; b, Vo); (4.2.9) 
tAE U, Æ To 中 的 一 个 丁力 障 ; 因此 得 出 
J(z; z, VY J(z; z, V) = J(z; z, V) Je: z, Va). (4.2.10) 


HBE 了 J 只 与 T/T 中 把 z 变 为 0 的 傍 条 有 关 , 而 与 傍 系 中 的 元 素 无 关 , 因 此 可 命 
| det J(z; z, V)Ë = Q(z, z). I 
H (4.2.7) 可 知 - | 
Q(x, z) = Q(z, z)| det J(x; b, V)P, (4.2.11) 
此 式 当 z 5 r HEME, B. x 55 z Z84826 4.2.8) 时 成 立 . 
S. Bergmann [1] 证 明了 域 R 的 核 画 数 K (z, z) 经 过 变换 (4.2.8) 时 也 常 有 
K(x, xz) = K(z, z) | det J(z; b, V)Ë, (4.2.12) 
因此 得 出 :车 * 与 z AEM 上 , 则 : 
K(x, x) — K(z, z) 
Ole, _ OCGz, 2) ` 
定理 4.2.1. WERE 是 图 要 型 有 界 星 状 域 , 则 当 * M 上 时 


(4.2.13) 


K(z, z) = 326 z); 


此 处 Q E R IRER. 
证 : 由 $4.1 可 知 , 外 中 正常 正 交 图 数 系 可 由 次 法 得 之 :把 
2 a+ e + a,=m 
003838 IE32 ERE, 再 命 m 二 1, 2，'……， 序 得 哎 域 中 完整 的 正 挛 正常 系 : 即 有 一 个 夯 数 
是 常数 ， DRE = 并 有 Laer +1) G 十 mm 一 1) 个 mm 次 齐 次 式 ， 概括 首 之 ,有 


一 完整 正常 正 交 和 示 {p.(2)}, s=0,1,2, …， 其 中 


Polz) = Z pv(0) 二 0， 当 v 21. 
故 由 
i K(z, z) = > Pu(z) 9p,(z)， 
立 得 


1 
K(0,0) = —. 
(0, 0) 9 
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另 一 方面 ,由 0(z, z) 的 定义 可 知 9(0,0) = 1. 由 此 得 本 定理 . 
BRE NR ETTER, SERRA OC, z) 的 几何 意义 :由 (4.2.7) 可 知 
J(xz; x, W) dx = J(z; z, U) dz ， 
因 之 得 出 
dx ] (x: x, WY J(z; x, W) de' = dz ](z; z, UY J(z; z, U) dz 
此 不 变型 可 以 看 成 为 本 空间 的 度量 ， 根 据 这 度量 ,体积 元 素 等 于 
| det 1(z; z, uË š = Q(z, z) š, 
因此 , OCz, z) BE PIE KP 962E, 
由 定理 4.2.1 可 知 : 
任 一 有 界 转 型 可 递 域 的 核 面 数 等 于 体积 密 率 与 欧 儿 里 得 体积 之 比 . 
以 下 几 节 就 根据 这 一 原理 而 不 经 过 正常 正 交 完整 系 的 求 得 站 接地 算出 四 种 典型 域 的 
核 面 数 。 
$4.3. BA Ri, Rr, Ru 的 核 图 数 
1°. ERKAT EBATE: 
Zi= (4Z + BCZ + D)”, (4.3.1) 


A= Am, B= pm, C= ct,  p=Dpm, 
AA — BB = Im, AC=BD, CCDD = 一 [四 
PH AB CER HE [1])， 当 m = x 时 ,我 们 还 得 假定 
det (Z 5) = +1. (4.3.2) 
今 往 求 出 把 任 一 点 P 变 为 原点 的 变形 ， 册 定义 可 知 
7 了 一 5P >0; 
由 定理 2.1.2 也 知 _ 
. I—PP>0. 
习 知 有 一 m FTA O A n ITAA BE RE 
CC — P P)O = I, R(I@) 一 已 五 )R = I, (4.3.3) 
变形 _ 
Z, = Q(Z — P) — P'2)”" RI (4.3.4) 


变 P 为 0， 也 可 证 明 这 变形 属于 (4.3.1). 
微分 (4.3.4) 可 知 
dZ, = Q[dZ(I — P'Z)”! + (Z — P)a((T — PZ) RT; 
命 Z = P , 得 
dZ, = OdZ(I — P'P) R’ = 04Z R', 
这 就 是 在 P 点 
Z, = |(det Q)” (det Rs Z = det (了 — P Pr Z, 


tt EREE Qispi 26 he eh 
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序 得 


O(Z, Z) = det (1 — ZZ”) >n, 
由 上 节 的 结果 可 知 
定理 4.3.1。 域 % 的 核 画 数 是 
1 加 = -m-s ; . 
元 (det (TI — ZZ')) ñ (4.3.5) 


此 处 由 (2.2.2) 知 (m —1)!---2! 11a — 1)1:--211 
_ (m—1)1::-:2111(a —1)1:::2111 ms 
V) = (m +n —1)1: 2111! T> 
2°, $ %u HRT EEE 
Zi= (AZ + B)(BZ + 2)” (4.3.6) 
所 组 成 的 ,此 处 , —, _ 
AB =BA, AA—BB=I1., 
命 P 表 Ru 中 的 一 点 ,有 -一 方 阵 怀 使 


R(I — PP')R = I. (4.3.7) 
变形 _ _ 
Z, = R(Z — P)(I — PZ) !R-1 (4.3.8) 
BTT, HEEP ÆJ O, 
微分 (4.3.8) 
. dZ, = R(dZ (I — P Z)”! + (Z — P) d4(I — PZ) R”, 
@ Z = P ## 
dZ, = Rd4Z(I — PPP R = RdZ R', 
因 此 得 出 在 P 点 有 
” = n+l Z 一 1 7 
Z, 一 |(det R)**'J Z aG- PE 
因此 得 出 


OQ(2, Z) = det (I — ZZ), 
定理 4.3.2。 域 Ru KAE 
1 — hai 
TR det (7 — ZZ) =—, (4.3.9) 
此 处 由 (2.3.2) 知 


(an) = wh n Qa — 2) 412: 
(n) (2n — 1)! (2a — 2) ent 


3°, BR Ru HRT E d 3FJE: 
Z,= (AZ + B)(—BZ + 4) (4.3.10) 
所 和 组 成 的 ,此 处 :二 = 7 = 
A4B=-— BA, AA- B B=I, 
命 P 是 Ru 中 的 一 点 , 即 
I+PP2>0. 
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车 有 一 8 使 
Q (I + PP) Q' = I, 
则 工 中 有 一 变形 
Z, = 0(Z — P)G + PZ)’ 0 (4.3.11) 
PHO. 
微分 (4.3.11) 得 f 
dZ, = Q (dZ (I + P Z)” + (Z — P) dG + P Z2”!) O, 
fp Z = P #* l 
dZ, = Q 4Z(I + PZ)”1 0 = Q Z 0'. 
因此 得 出 在 了 点 
Z, = |(de Q) 1 Z = det (T + P PJ"! Z, 


因此 
OCZ, Z) = (det (I + ZZY 
定理 4.3.3。 域 Ri 的 核 夯 数 是 
1 Fyen 
TG C” (I + Z Z) añ 
此 处 由 (2.4.2) 知 


V(Suu) = (2n — 4)! :::41 21 rirun 
(2n — 3)! een) (n — 1)! 


$4.4. 域 % 的 核 图 数 


JR Rv HRT 是 由 变形 ; 
u 一 [Eer + D, (zz 一 D) A+ :5'|(! y7 x 

x (+ (z + D, (z 一 1)) C+ zp" (4.4.1) 
FILER, 此 处 4 = 492, B = Bü, c = COP, p = pt ESR, HEAT CEJ B£ 

[2]) 
(25), roD) = re) (42) 

及 

det À > 0, (4.4.3) 


今 往 写 出 了 中 把 任 一 点 x, 变 为 原点 的 变形 ， 由 z fE— 2 X n 的 矩阵 
z > + 1, iCzoza — 1) Y-1 fzo) _ 
x=. (Z+ Z-n) (a) = 


L ( Zo Ñ+ zo 一 (Zo ZoZo + Zo Zo Zo) ) 


E 1— |z zol 


. _ .— r- (4.4.4) 
ilz 一 Zo) + í(momam2o 一 zo ZoZo) 


ee i Ed side ae d tiaisia Loire eE RE = i 
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这 一 矩 血 显 然 是 实 的 ,由 此 作出 


zoaza t 1 ¿(zz — 1) y (z+ 1 (zz — 1) x 


I— x,x; = E ,一 一 一 一 ,一 一 
zozo t l —¿(z za — 1) zz t L —i(z, z — 1) 
x (2+! i(za z — 1) ) (PENE 1 im 一 1) 六 a 
zoz t l —¿(z, za — 1) Za Nz ) Neoga 十 1 —¿(z, za — 1) 
zm Hl, ¿(zm — 1) ya /1 + |z z — 2z; z 0 
= i 1, —ilz z — p) ( 0 1 十 mazak) 


(st l, iloz — 1) j5, (4.4.5) 
Zozo 十 1, —i (zo za — 1) 
因而 易 得 
， z0z0 十 1) zo zo 1) ¿Ç= z— za zi) 
(I — X% X) = — ( atO az rE ). 040 
(L+ lozd’ — 2z) ilzom—z0m) — (maza—l)(zaza—l) 


此 可 以 写成 为 44，, 此 处 


A= 1 - ( 一 im z — z020) (=, zo 十 加 加 一 2). (4.4.7) 
2(1 + |z ZË — 22220) Mez t zam F 2) i(zoza— zozo) 


作 变 形 

. _， 

w= [6 (zz + 1), Gr —D)4 -xa |C) x 
r 1 + £ , — , 

x lep - (G= tD), 7C? D)%D’}, (4.4.8) 

这 一 变形 属于 (4.4.1) 且 把 z, 变 为 0. 
* | 
= = (q — [zo zo z) 
de A = detD = TT yy? (4.4.9) 

微分 (4.4.8) 得 


> z? dz?, í > z der) xD} x 


b=1 p=1 


dw = jaz p, 一 ( 


x [g (zz + 1), 本 (zz 一 D) x] + Ë D 一 (全 (zz +1), 


Lor 一 n)a} d (+ (zZ +1), TG — D) -xa |C). 
Mz = 2 得 
dw = 24 一 (> zh dzt, í > et der) XD x 


x(t aat iaso) |), 


4 
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Ë 
dw = (dz-D' — (1, i) dz-z Xi D' Y X 


x [|(Haat Diaa- D)4— ara GN. (44.10) 


以 (4.4.4) 及 (4.4.7) RAHMI 


dw = dz Ë 一 2 25 mas) p' — l (4.4.11) 
(1— |z; z?) i(1 + |z, za] — 2 z za) 
故 由 (4.4.9) 得 
Ow { sa nn] (1 一 EAD) 
= det yI — 2 x 
az |=, “ Qaa | G + oa — 220) 
— 3 
(+ [za zol — 2z z) 
Ei 
Ow Ë 1 
-上 = —  DQ..T 4.4.12 
Bz |=, (I+) (44.12) 
在 此 引用 了 下 面 的 等 式 
zz — z, z z 1 + |z zo — 2 zy zü . 
d fr- 2 Za 80 naza) = o Zo ozo 4.4.13 
e G fori) 1— mi (44.13) 


此 等 式 的 证 明 可 由 以 下 更 普 融 的 结果 推 得 之 ， E u 及 v 是 二 矢量 , 则 det (1 一 w 5) 二 
1 一 5xw。 EEM 2.1.2 的 特例 ， 故 得 

定理 4.4.1。 域 iv 的 核 图 数 等 于 

1 1 
VRy) (1+lI]zzË—2Egz)"? 

此 处 由 (2.5.7) 知 - 
n” 
V (Ri) = pep 

$4.5。 图 型 域 的 特征 流 形 

假定 旬 是 以 原点 为 中 心 的 有 界 图 型 域 并 且 是 单 联 的 ;并 假定 边界 上 有 一 流 形 6, 其 上 
ZAH E= (E, O, 8"), 其 用 示 法 见 本 章 之 首 , 这 一 流 形 也 是 图 型 的 ， 

现在 我 们 研究 矢量 zl, EEK 


P 1. a,! zn Z", al + + as = f (4.5.1) 
为 支 量 而 组成 的 , zU) 的 维 数 等 于 
n(a + 1): (n +J—1) _ /tf—1 
人 (52) 


多 
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由 (4.1.4) 及 (4.1.5) 可 知 E fA z, BI 


J. aU zg = 0. (4.5.3) 
又 可 知 


f. a zi z = H, (4.5.4) 


是 一 定 正 的 Hermite 方 了 ,因此 存在 一 非 奇异 方 障 Nj 使 


H; = N; N;. 
命 
z = zl NP’, (4.5.5) 
蓝 有 
f zr š = Ip, (4.5.6) 


这 上 是 (” 7 一 E E 


(p ; = o _=("+jf—1 
pe), b2 sN = (rti) 
3228. eN a 
plz), 1 一 1， 2 … N, f=0,1,2, "°° (4.5.7) 


ER 中 成 一 正常 正 交 完整 系 (定理 4.1.1). 
对 流 形 6 LRE E, 使 8 中 及 名 分 别 为 


m T Ue ml, ate +a, =] 


all °° ap! 


及 
& = (PE) eza w. 


由 (4.1.6) TAAA z, 则 


J. g gii = o, (4.5.8) 
Ë1X 281) B3 f E ECAS AB, 
J. 8, Ë, É = K; (4.5.9) 


不 一 定 等 于 I. It Kj DEERE, RAHA — 1 Jy BE U WE | 
U (f. $5é)U = U' K;U = À, l (4.5.10) 


此 处 4 是 一 对 角 焰 方 阵 , 趴 对 元 来 是正 的 ， 显 然 


z;U 
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的 支 量 还 是正 交 正 常 的 ,所 以 我 们 不 妨 假定 


| J. £ Š = À, (4.5.11) 
序 不 妨 假定 | 
j. | ep (e) é = BP, (4.5.12) 
所 以 | 
PPE ? ... = ... 
jeru a | i=1,2,.…,N, f=0,1,2, (4.5.13) 


在 流 形 E 上 成 一 正 交 正常 系 (注意 ,在 C PEHPET). 
$4.6. Cauchy 核 
今后 的 目的 在 于 研究 Cauchy 核 ; 


% 
> 
1=0 


JAE z EIR R PE, 6 在 流 形 E 上 变 . b T, 表 此 域 的 对 原点 的 稳定 分 下, 显然 E 经过 T, 
而 不 变 , 今 再 命 $ EREA RRE T, 的 变换 变 到 其 他 E 上 的 任 一 点 ， 
定理 4.6.1. KE 


5 PPO PPE — H(z, Ë), (4.6.1) 


i=l pp 


> > Jere y (4.6.2) 


of BP 


— _ l qe 
3⁄4 EEC, 0 < r < >, (< 1) 时 一 致 收 仇 , 且 等 于 o (1 — r)”, 


WE: Š 4.2 BERI, [的 变换 不 妨 假定 就 是 酉 厂 性 变换 , 
将 关系 (4.5.11) RA (4.6.2) 可 得 


5 OE geniën 
f» š B; f 


— —. x 一 一 -lL 
= X gA NPAC NEN q = S gm ( j ' wi gin à) EIV pi, (4.6.3) 
f f 


作 变 换 
< 一 6U， 
U ET, TRAZA EN 变 为 《ID ppp) 


gin (f J gu 2 EW = em UI (f JE g 5) DUY p 
ç € . 


=en(f Goon) aTa) em = er (f ray C. 
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上 式 对 任意 《6 上 的 两 点 及 WERT HRERS € 无关。 对 积分 得 
— ,NT ry ; — AT n e I 
¿n ( ! JE g ò) gm fe = f an ( I U qi š) gi è 
= Á ((f. gi? gt 21 f, CY çin a = øll) = ( + í _ !). (4.6.4) 
以 (4.6.4) 代 久 (4.6.3) 即 得 | 


PPOP yo 1 SHina _ 
2 p = > ( m) Ve) D”, 


此 处 7(E) = f Č. 定理 4.6.1 REM. 


JẸ ByusizogcKuñ = 等 式 立 得 
定理 4.6.2。 车 与 7 都 在 E 上 E, RŽ 


> š P PE y (4.6.5) 
1=0 i=0 B; 
HE0 < < r, (< 1) 中 一 致 收 化 并 契 对 收 敏 ， 
定理 4.6.3， é % # Ea, NG) Bh % DU r T 
(6 <r<1). * z# RC) 的 于 包 上 及 6 在 上 时 , 般 数 (4.6.1) 一 致 收 组 . 
W: H-T% BAH 2SKE € 上 取 极 大 模 , 故 得 


一 9 (2) pe 


f 
+) 
> 7 — p 


(i) DIEY ë 
X g Pero | 


di PPU LOJ 
M m, m — oo 时 ,此 式 右边 趋 于 0， 故 得 定理 ， 

5 4.7。 Cauchy 公式 

定理 4.7.1. 如 本 章 开 始 时 的 定义 , 假定 @ 是 域 史 边界 上 的 流 形 ; KE) EE Ç LHF 
FiA, ERA 


pl) = Í He DOE (4.7.1) 


BERDE R 上 处 处 都 正则 的 画 数 . 特别 当 j(z) EE RRARUR FF, 它 是 解析 的 
图 数 


(G) = | H(z, D e), 
这 定理 是 由 H (z, Ë) 的 圾 数 的 一 致 收 敏 性 所 得 的 (定理 46.3). 
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8472. R (WE) EC 上 的 一 正 党 正 交 画 数 条 且 具 有 下 列 的 性 质 : G) 内 (z) 
ER 及 其 边界 上 为 解析 ; Gi) Hi(z, ë) = > $, (z) DENH £ € €, xz 在 居中 的 任 一 于 
AANI D) 任 一 在 外 及 其 边界 上 解析 的 国 数 f(z) 能够 展 为 

Ke) = > m pla). 
BRE R 的 阴 域 中 一 致 收敛 , 则 
H,(z, Ë) = H(G, ËD. 


W: 对 于 适合 于 -上述 条 件 的 正 交 系 (WE), 容易 证 明定 理 4.7.1 par, AAL, ku 
果 f(z) 为 在 和 中 及 其 边界 上 解析 的 画 数 , 则 


J(z) = f Hi(z, EEE. | (4.7.2) 
由 定理 4.7.2 Biniki ` 
HD = x POPO, 
? ; BP 


当 z 在 所 中 任 一 开 域 央 时 , w ER AEUR Lhe Hlm) 证 有 同样 的 性 质 ， 因 
此 . . 
| H(z, B) = | nG, D HÈ, 2) £ = Hilw, 2), 

此 示 

H(z, w) = H(z, w). 
特别 当 w = € BF, ERE, 
定理 4.7.3。 RE- TER, JtiSssp2 T MERER 及 其 边界 上 为 解析 并 把 E 变 

为 其 自己 , 旭 f 


H(z, p = Bi(z, z, U) BEC(E, z, U), 


G 


此 处 B(ë, z, U) 是 工 中 把 z AEN R ER ATARE E EKME. 
证 : 命 了 的 变换 把 a 点 变 为 0 点 者 为 | 


= f(z, a, U), (4.7.3) 
这 变形 把 CE 变 为 自己 
C = (ë, a, U). (4.7.4) 
命 f 
€ = BẸ, a, U) Ë (4.7.5) 


EC .上 体积 元 来 的 变形 关系 ， 已 知 在 E. 上 存在 正常 正 交 系 Ea } ,为 简便 计 以 
: t 


COE ZA 


EE : 
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f PO PE È = f PED POEN EE, a, UNE = bws 
因此 . 
. $, (£) = @,(/(ë, a; U)) Bš(ë, a, U) 
也 是 6 上 的 正常 正 变 画 数 系 ， 现 在 征明 (0. (6)) 适合 定理 4.7.2 MRR, HR 0, (2) 
在 5 及 其 边界 上 解析 ,并 且 


T plz) TE) = E pw) PC) BEC, a, U) BEE, a, U). (4.7.6) 
v=0 v=0 


命 (4.7.3) 的 逆 变 换 为 | 
z = FG, a, U), (4.7.7) 
任 一 在 器 及 其 边界 上 解析 的 画 数 %(z), HEBER 及 其 边界 上 解析 的 画 数 
plw) = (f (eo, a, U)) B 3 (z, a, U). 
P(w) 能 展 为 
plu) = Š a p(o), 


v=0 


4l) = > a, $, (z), 


此 示 定 理 4.7.3 的 条 件 Gü) 适合 ,因此 ,从 (4.7.5) 可 知 


H(z, ë) 一 H(w, Ç) Bš (z, a, U) BŠ(ë, a, U). 
由 于  H(0, Ë) = 5 把 4 换 为 = 序 得 定理 。 
附 记 : 上 面 所 述 的 正常 正 交 系 (PE) 在 6 上 科 不 完整 ， 我 们 知道 € 上 的 正常 正 
交 完 整 系 是 存在 的 (H. Weyl [1]), ERBE @,(6) w = 0, L, 2, ` ' ` ) 以 外 ， 蔽 完整 系 还 有 
P(E) w = 1,2,:-: ), 所 请 完整 是 对 5 `L BSUESR EM Sicar RIR EEE, Bi 
ECE) HCE 上 的 连续 画 数 | g(6) pv 人 (GE 一 0( = 0, +1, +2, …);,， 则 8g(6) 三 0. 


4 4.8。 典型 域 的 Cauchy 核 
PEER ;的 个 数 也 是 n, BJ B(€, a, UBE | 86 El, 因此 以 上 的 定理 十 分 容易 应 用 . 


° 在 Ri 中 ,特征 流 形 为 UD = TI， 先 假定 m = n, 这 特征 流 形 的 维 数 是 a, 因此 
i | 
H(Z, W) = V (C de (I — ZU)” (4.8.1) 
此 处 由 定理 31.1 知 
(2w) "ntD) 


vE) = (a — 1)! (a —2)1 -11° 


TT 
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如 果 m 关 #. 假定 m < n, 我 个 有 
一 、 1 ` f 
H(Z, U) = VE dr 2 TZU” (4.8.2) 

Hp (B $5.5) 

(2m) rr- imm) 
(an — m)! e (a — 1): ` 

直接 运用 定理 4.7.4 并 不 容易 得 出 (4.8.2), 现在 我 们 运用 另 一 种 方法 ,从 (4.8.1) 中 
得 出 (43.2) 来 ， 已 知 


V (C) = 


ulUn) Ú, 


«(Z) = TOA u, det (I — ZU,)” ” (4.8.3) 
此 处 U, 过 所 有 的 7 ATARA. 命 
z = (z). Z, = Zi 
Z U 
v= (7), 
得 
E) ae 
(= roshen re =e 
= TOJ f Umn det (I es Unn)” f r“ (7) ?, (4.8.4) 
此 处 了 过 适合 于 | 
VU = rem, Uma V' = 0 (4.8.5) 


的 所 有 的 (n 一 m, n) ERE, 
对 固定 的 Uw,s, 我 从 有 二 西方 阵 P = p>” H Q = g, tE 
PU,, = O, 0). 
H (4.8.5) 立 得 I _ 
(t). 0) 0O'V’=0, 
ép 
VO=(0,W), W =HWte-m, 


此 处 W 是 西方 阵 ; 改 得 
f” (=e) =f e (a o L 
由 (4.8.3) Tal n — m f n B Z = 0 可知 


| “ (z 4 = V (Usm) # (=), 
了 y 0 
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故 由 (4.8.4) 可 知 


mhe 


U m,n 
(2) = VUs sm) “( 0 ) 
n VUs) Jums det (I — Z,U;,.,)" 
此 郎 为 以 (4.8.4) 为 核 的 Cauchy 公式 . . | 
2°. Ru 的 特征 流 形 为 UU’ = I, U 是 对 称 的 西方 阵 . 


1 


| HGU) = ey aa G ZDker (4.8.6) 
V (Cu) det (I — Z D)še+D 
rE Ga $3.5) 
€ _ n(3n-+1) ar X 27 _ rí) TT r -z+ -一 ? 十 1) 
V(Š =2 + x r (z L)» T eri 。 
2 


3°, Ru 的 特征 流 形 Cx LAX K. H n ELAB3E KR E (3.62) 所 定义 的 方 阵 时 ， 
1 


Hz,k)y=—— t (4.8.7) 
V (Ciu) det (I -+ z K)š D 
其 中 ( 见 53.6) 
= (@ — 1) 2 /ony ia rG) _ 
VEm) 2 era Ta’ ”2 
34 ”是 奇数 开 是 (3.6.16) 所 定义 的 方 阵 时 ， 
H(Z, K) = — 1 (4.8.8) 
V(€u (det (I + ZE” 
此 处 
væ )=2 (@ 一 -D1 (8x)#ntntD-1 T rz) v= n + 1 
m DD RO 2 °: 


(4.8.7) 易于 由 定理 4.7.4 推 得 ， 现 在 我 们 由 (4.8.7) 来 推出 (4.8.8). 
Hat 1E a. DA (4.8.7) 为 核 的 Cauchy 公式 


， Z=Zen, K=K™, . (4.8.9) 
V 2K det (I + ZK)?” 


此 处 
Dy 


we j TGA 


20»? a= T(2 ° 


在 (4.8.4) 中 取 O O . ok 
z=(0 2). K =( 


1 
v= — (n + 1). 
z 7 ) 
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此 处 Z, = Z, k= kOm, K, = K”, 如 此 则 得 


0 0 1 É 0 . 
“(° 2) = 十 K de (I a ce t)i (4.8.10) 
对 一 固定 的 Ki, RY K ENE 248 
kk = 1, kK, = 0 
k'R + KK, = 1, 


由 于 了 一 KiKi = kR 的 秩 等 于 1, 且 为 军 等 方 阵 ( (RR 页 )? = k'ik )k =K R E 
E5 U 使 


U(I — K,K;) U' = [1, 0; `. 0], 


UK, KIU' = [0, 1, ...,. 1] = (° °) (° °) ; 


r= (° 1) +( ° 1 ) . 
一 1 0 一 1 0 


APE UK K U 中 (1,1) 位 置 的 元 素 为 0, 故 得 UK, 的 第 一 行 基 为 雳 , 即 得 


部 


此 处 


因此 得 


此 处 9 = g = g”, B 


og = FF, ` 
bI F 9 是 一 西方 阵 , 亦 朗 0 ERREN. KAA U, 5 
UK = (° e). (4.8.11) 
k = k U,, 则 
0 OV F gr =n 
a(? " ) = k Uo Do 天 :Lu 0, 


立 得 4 = (e°, 0, ee 0). | 
研究 积分 š 


“一 f, (y t)i 


对 一 固定 的 K, (tm 4.8.11 的 形式 ), 有 


” [ 0 U, ) ( 0 
r=f u d0 = 2%u 
, 了 了 7 0 0 了 了 77 0 0 rr ° 
° —U,A T ( )5 0 D, ( )5 
Un 0 0 F 0 0 0 F Ü 
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[我 们 应 用 县 式 十 三 fae, o, zad”) d8 一 (0，.…，0)， 此 处 从) 是 在 一 包含 原 


点 为 中 心 的 贺 型 域 的 于 包 Z ARKANA, HH z€ Z]. 
4” .Riv 的 特征 流 形 为 1 所 9 所 7” xx = 1,x 一 (xz ,xs) 是 实 的 向 量 , 


1 


H(z, 0, x) =— — — — 
V (Ciy) [Cæ — e z) (x 一 ca 人] 让 


(4.8.12) 


其 中 容易 算得 


2g?” 


I . 
rí) 
84.9. Poisson 核 
R An S4. 5 所 定义 的 有 界 圆 型 域 ,CE 为 其 特征 波形, R* RRRA. 由 定理 
4.7.1, 对 一 个 在 只 上 解析 的 夯 数 , 常 有 Cauchy 公式 


V (Ciy) = 


Ha) = Í nG, DEO E. 


更 在 特别 取 
f(z) = H(z, w) g(z), 


此 处 g(z) 是 一 个 在 %i* 上 解析 的 画 数 , 则 
Be 2) aG) = | Hl, D HE, 2) (O ë, 


fir w = z, 我 们 立 得 Poisson 公式 


gle) = | PC §) e) E, (4.9.1) 
此 处 
i ~ H(z, ë) H(Ẹ, 2) 
P(e, 8) = HGD | (4.9.2) 
称 为 Poisson 3⁄2, 


以 上 仅 说 有 明 : 当 g(z) ÆR 上 的 解析 画 数 时 ，(4.9.1) 成 立 。 但 积分 (4.9.1) 的 存在 
性 仅 需 由 g(§) 在 € 上 为 连 炉 朗 可 保证 , 即 对 一 个 在 € EIER <(6)， 积 分 


ule) = | PG, E) uE) È (4.2.3) 


常 有 意义 ， 如 此 定义 的 xz) 序 称 为 ARARE. RAAE € .上 有 一 个 完整 正 交 
ERR (0,08), 因而 R 中 的 调和 西数 集 是 (J,(z)) REE. 
阁员 适合 定理 4.7.3 的 假定 , 则 Poisson 核 取 极 简单 的 形式 


1 


P(z, ë) = TE | BE z, U) |. (4.9.4) 
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关于 四 类 典型 域 的 Poisson 核 各 如 下 : 
1) 对 于 R, 我 们 有 、 


此 U 在 色 上 ， 当 m 二 时 可 以 另 写 为 


2) 对 于 Ri, 


此 处 S 在 Eu 上 ， 


3) 对 于 Riu. # n JRA, 则 


著 # 为 奇数 , 旭 


此 K Æ Cu È. 


4) 对 于 Riv, 


此 处 二 在 Civ .上 ， 


_ det (1 — ZZO” 
P(Z, U) = V (C) | det (T — Z Ü ) |”? (4-9.5) 
_ det (I — ZZ)” 
P(Z, U) VE | da GZ — D) ]> ° 
PZ 9 V (Cn) [det G — Zs)? (4.9.6) 
_ de(7+ZzZłe® 
P(Z, K) V (Cm) | det (I + ZK) |*”' , (49.7) 
_ det (7 + ZZ2)¥° 
P(Z, K) ZOOTE SASI (4.9.8) 
P(z, ë) = (1 + |=zz | — 2z)? (4.9.9) 


V(&v)|G 一 全 (一 全 全 


eM 
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651. ERRENA 2e 865 E 22 
命 + = 《xi ”> x.) 3&— LEZER; 命 xl 表示 由 支 量 


— f! ahoeri (Gato T+ j = f, (5.1.1) 
il! 


所 成 的 矢量 , 它 的 稚 数 等 于 


FIAD +i). (5.1.2) 


当 * 纸 由 以 P 为 方 阵 的 焰 性 变换 变 为 y 时 , xU! 经 由 以 Po 为 方 阵 的 线性 变换 而 变 为 ?中 ， 
矢量 x! 称 为 x 的 三 级 Kronecker 需 乘 积 ,对 应 的 方 阵 PH 也 称 为 P 的 J Sk Kronecker RI 
积 - 
显然 (5.1.1) 中 包 有 所 有 的 次 的 单项 式 , REZ, t, xi 的 任 一 次 齐 欢 式 一 
定 可 以 才 成 为 (5.1.1) 的 线性 式 . 因 之 ;, 当 了 = 0, 1,2, 时 ，(5.1.1) 得 出 zotet z. 
的 所 有 的 单项 式 . f | 
现在 我 们 进一步 表明 定理 1.5.1 2623228 rh BE SL. SR 


o( (P: x Q)! = > . X... I (P) Xr, ur. CO), P€GL,, QEGL, (5.1.3) 
fi fm f 、 
h “add 0 


BA y LF 6988368; GL, 与 GEL。 的 站 乘积 的 /级 Kronecker RRR DAAE MRE 
REBJE IE E X ED H 3 KR, 其 中 不 可 分 解 支 量 是 GL,, 的 以 (f, tto fw) 为 标签 
的 表示 和 GL, 的 以 (f tta fms 0, ++, 0) 为 标签 的 表示 的 直 乘 积 . 
更 具体 些 ; AEREE - 
W = PZ 0, (5.1.4) 

此 处 Z- Zm. W = W EER, p = P”), Q = 9”? 是 系数 ， 将 2 的 元 素 排 成 为 
矢量 

z = (zu; *** Zins Zay © `> Žans zt 3 Zinn) (5.1.5) 
W 也 相当 地 排 成 为 w, i4 Z $£ (5.1.4) 而 变 为 W 时 , z 8 —WS'RPE2EJETU 28 3 w, 这 变形 
WAME P 5O 的 直 乘 积 , BH P: x Q, 而 变 zU 为 w 的 变形 的 方 阵 是 (P 'X Q)U, 
(1.5.3) WEBH Y zi 所 张 的 空间 可 以 分 强 为 如 下 的 一 些 子 空间 ;其 维 数 等 于 


E S Ta VRAE SA ame ptt» hy i E s RRA Bet SEER RAE i EEA i io i oon 


第 五 章 EENH ARRAT 77 


N(f is fn) NO ''' fas 03°30) (= 4s 加)， 定 义 )， (5.1.6) 
命 其 支 量 为 
Diheta Z) E51, 23 ttt, ACs tta fm). (5.1.7) 
34 Z h (5.1.4) MEA W IF, (5.1.7) 变 为 好 站. , (W ) RER HAE 
Ay... 1 (P) X Ar... 0 0 (Q). (5.1.8) 
域 和 在 鞍点 的 稳定 变换 芥 是 由 
W = UZV 
PRUE 80, H: RF U R VRE m 4725 n 47T2Z|BJ B JBE; 对 不 同 的 Gi teta fo) 
A... 4 CU) X Ar, troes 6 (V) 
各 不 相似， 因此 得 出 (应 用 Schur 引 理 ) 


fo- [UD UIE = bss ba pn (5.1.9) 
此 处 以 了 表 Go s fO, k pr B i 9638 Bl 
PCZ) Jis 
REAR. BIERRA B 88 0, DAEM HETRE 
f fP EZ = p (5.1.10) 
I—zZ:>0 


的 数值， 

在 算出 (5.1.10) 之 前 , 先 说 明 一 下 Yi yn (Z) 的 具体 来 源 ， 即 先 考 虑 如 何 从 Z 做 出 
RR Z $E (5.1.4) 而 变化 时 ,这 一 矢量 经 (5.1.8) 而 变化 ， 在 回答 这 一 问题 之 前 , 先 
将 表示 Ann (O) 说 得 更 具体 些 ， 当 0 是 对 角 线 方 午 

A= [à ... Aml 
PP, Ape 机 也 是 对 角 线 方 阵 ; 经 行 之 间 的 换 位 ， 对 列 也 行 同样 的 换 位 ， 使 换 得 的 
Annn (X) 34 X = 4 时 ,其 最 后 几 行当 1, = 0 时 为 雳 ,其 次 后 几 行当 Ami = 0 ARY 
等 。 经 如 此 安排 之 后 ,不 妨 假定 我 们 的 表示 适合 于 


lim Ajse fos 0 „ol A) = (= 1o tmU» hm) 0 ). 


hma? 0 
由 此 可 得 ,车 
| X= (= M )， 
0 0 
BIJ 
(m) 
Ar, s Pr s 0 (X) = (Fee ) °). (5.1.11) 


ee 5a 


78 Z AER Ep BAL BR SB 8133 


假定 = >m, Æ Z = Zum 扩大 成 为 ITAA 


如 此 则 
Aisen tma 人 Po JAn ha 人 Z ) A sat oO) 
= Ahe fm 0 (722). 
ZRT 
zY _ /(L(Z) - 
Aty fo 0 (2) = ( 0 ), (5.1.12) 

而 

Ay, =a (P) L(Z) Ar.— p00 0) = L(PZ0). (5.1.13) 


这 L(Z) 是 一 个 NG °... Ím) ÍT Nhs ` o fms03 `, 0) AERE, 其 中 的 元 素 是 Z 
的 元 素 的 J 次 齐 次 式 .。 又 如 果 把 工 中 的 元 素 排 成 一 矢量 (Z), MH ZR (5.1.4) 变换 为 
W tt, 1(Z) £ 


A... 1 (P) X Ark... fom 0 =s CQ) 


而 变换 为 (W)， 因 此 不 妨 假 定 HO, (Z) 就 是 L(Z) 中 的 元 素 排 烈 出 来 的 ,因而 得 出 


aliss f) — 
> Wm DP = (L) LG), 
即 得 出 
alhs ttes fn) Phon ta =Í Si foa LZY) Z 
I[—ZzZZ'>0 
=u (a. (2) (2): 
= JI o (Ahen i (Z Z’)) Z = J-J X1 I (Z Z') Z. (5.1.14) 
$5.2. XRRR 
今 往 研 究 积分 
0 =Í... {x(22)2, (5.2.1) 


I—zZ'>0 
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此 处 XW) 是 一 个 类 画 数 , 郎 对 任 一 非 奇异 的 方 障 工 常 有 


X(W) 一 X( 工 三 三)， (5.2.2) 
现在 先 讨 论 m == n 的 情形 ， 由 定理 3.4.4 可 知 
nlati) 
g2 = 473 2 a., f f X([A, teta Anl) D Chi teta An) dhet dhn, (5.2.3) 
n! 


当 X = X, 时 算出 积分 6.2.3) 须要 以 下 的 定理 
定理 5.2.1. 有 如 下 的 等 式 


A 
11 A’ e., AP 


N 


m 
ÀR A 


Ce 。 MA) dài: - ` dÀ, 


n De n) D(m mao) (5.2.4) 
Il) T (l; + m+ + a) 


WF: WE > F ñiypi 2k sk 
À: > ei o ja À: Ae > Ekpe kp AT Ve 
= (Ar An) DB AA D eaen A. o Ai, 
求 积分 ,可 知 (5.2.4) 的 左边 等 于 | 
> > Esga ens sa f- .. f atonta... At tam AA > ` ` dÀ, 


TEE 1 


"htm, +a L, + m,, + a 


1 1 1 ... 1 
Ll+m-+a ° LhLtm+ta L, + m, + a ° ` 1 + m, + a 
= > Üw e w. a... .. .. . .............. = n! *€ we s e oo os e e q q ee 0 oqe eoeasnsospn sas oer. 
L +m+a ”1 十 zs 十 4 L, + m, + a ° ` 1, + m, + a 
由 定理 1.1.3 得 出 本 定理 ， 


特别 取 
m= n— l, m=n—2, *»*, m,=0, a=1 


可 得 
1 1 . 
j ... f NGC， Ha]) DCi +t ts An) dhi +t dhn 
0 0 


n 


= 1 (@ — 1)! +: 211122 TÍ lit 


; U +n)! N (fis . .. 3 fs), (5.2.5) 


eh i 


80 2 AIRE Ska BJ pa Bbk A HT 


Km =ni} 
1 tD ’ 2 T Li! 
2= 2 &,&, (Cn — 1)! ::: 2111) H Ç rr Vo sh) 
2 n L1 . I 
= xw" i! N .... fa). 2. 
i m G +m! (fis > fa) (5.2.6) 
8553. W5 : 


MERIR E — ARISI Ë] m < n. 命 


和 
由 定理 2.2.2 可 知 
| {xCz2) det (I—Z2Z)Z = af [xez (det (I 一 ZZ)) Tm, (5.3.1) 


I—zZ'>0 I—xX'>0 


此 处 
= n) (n + D! s. (2n — m 一 1)! prne) 
Oil: (n —m — 1)! : ? 


1 为 任 音 的 复 变 数 使 右 端 的 积分 为 收 化 者 ， E X 32039 TUKER, HEU EAK, 
了 是 一 三 角 方 阵 ,其 主 对 角 线 上 的 元 素 是 实数 ,上 方 是 雳 .把 工 写 成 为 


TP”? 0 
T = ; 
T: T; 


WA Z = (T, 0) U 及 ZZ =TT,, 故 得 (定理 3.4.3) 


... |z(ZZ') da (I — ZZ) Z 


I=zZ'>0 
_ n(s—1) _ ， 。 
=a2 | CdetlT — THF)) Tm gedh.. ts (532) 
I—TF'>0 
_ I — T.T —T:T; 
I—TT = _, _ _ 
—T, Ti, I — TT, — Ts Ts 
REFA 


I ') I— Th — TT, (i n 
P IJ V— T, I—T,T,— LT; \0 I 


( — TT 0 ) 
= = = = M 
` 0 I 一 T,(I 一 TT ` T; 一 T: T; 
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此 处 P = T,T, (I — TTT, RWA I-T T, 是 定 正 爱 尔 米 方 障 , 故 有 一 一 方 障 工 使 
Q= Tip = TT. 6 = Qar)" 有 得 
= (det [T T” yi, = det (I ka Tı T) "tT, 


因 之 得 出 
e [zz ) det (1 —_ zzy: 
` 1—zZ'>U 
srami), _ ， _ 
=a2 动人 一 
Ir fi> 
x fe J PID OD,, (5.3.3) 


I—00’—7 3T3>0 


由 于 上 式 不 论 为 何 值 均 成 立 , 特 别 合 = 0 旭 得 


—n(n—1). 
@ 一 cl2 ° >| -: | X(T Ti) R. mt x 
了 一 了 1>0 
x f f TT Q T. (5.3.4) 


1—90'—r i> 0 
邻 先 算出 第 二 因子 的 数值 ， 由 于 了 一 TT; 是 定 正 的 爱 尔 米 方 阵 , 所 以 有 一 方 障 了 使 
-TT = T. ro = TR, BJ Q = (de T r) R = (det (I — TT)” R, Ed 
此 得 到 i 
j .. f 3 了 omD+1 tO 7 
1 一 05' 一 7 了 >0 


一 =f- fè f fa 2 Dt . A det (I — T; Ty) T, 


I—RR>0 I-T 0 


—, . inm) (n—m=1) 
= — f > . -| as Q 一 Z; Z)" Zw 2 2 (5.3.5) 
I—Z 3>0 
(用 定理 3.4.3). 
又 . 
f ... fx TI) Dt pm 
1 一 Ti 下 > 0 ` 
mazi) 
2 2 —, e . 
一 -一 |x Z1) det (Zi ZD” Zis (5.3.6) 
Dn 3z AS) 
故 由 (5.3.4) 可 知 
2=c|… {XC2120 der (2129 Zz, (5.3.7) 
ERAT 


OE 


82' £ aag d AN AT 


此 处 C HRS n X m 8555800356 3, 今 往 算出 于 下 : 
在 (5.3.7) 中 取 X(2:20 = 1, WLA (5.3.9)] 
V min = cÈ ... Jae (Z, ZI)" Z, 


r 


I—Z Z > 0 


: (n-m)! (a —m +i) (a — 1)! 
n! (n + 1)1 ee (n + m — 1)! 


此 处 V m,a = V (R). 所 以 (定理 2.2.1) 


c=y mm Plati atmi) 
mr (n— m)! G@ —m + 1)! e (n —1)1 


1121. (m—1)11121-. (am) . n! G + D!: (n +m — 12! 


= C mm" 


3 


- 1121 m+n)! ` G mY amt) G1)! 
= prim) 112! (oa — 1)! = Vaaa 
G — m)! (n — m + 1)1 (a — 1)! ` 
于 是 
g= L- zw-n | ... | xz Zt) det (Z, ZI)” Zi, (5.3.8) 


1z ži>0 
RY X(X)=X,... (X) 时 ,由 于 
X (X) (det X) = Xj tnem, $y tam (X) 
K (5.2.6) 可 知 i 
J [IZZ der (Z12)"" ż, 


=>! 
1 一 Z121> 0 


= 2 "a, mm D121 11 I ts — >)! 


kiA (l; + n)! N(f, ` fa) 


= x TT _( + z — m)1 ... 
= x T (1, + n)1 Nfi 5 fm)s (5.3.9) 


2 | rr (L +n =m) 
= x nem NN ... m) 5.3.10 
Q = z” Vy, H (l; + n)! (fis s fm) ( ) 


N$54. HEK 
至 此 我 们 已 经 完全 定 出 % DEKR, Ë 


——L pp. ,2), i=1,2, `. No eee, fm) N(f: ° "> fm Q; … 0) ’ 
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Sk 


在 定理 1.3.1 Pp = m + 1, WK | k, | < 工时 有 等 式 


( I! (1 一 29) = Cm- > al tnm’ Al +n x 
f=1 


>ei 
X N(fo +t ta fms O3 t; O) Xip un ml [Xs + +, Aml), (Ai) iy 
IAk ar = (mtl) !/ (m1 11) B cni = an-m'' tan. 出 于 X(X) K de (T-—X) RERNE, > s 
因 之 得 出 | P: 
(det (IT— WZ = cmi 22 adm tm X 
>D lm 0 
X NCfis tts fms 0 , O) Xita W Z. (5.4.2) 


此 式 当 W Z' BRIAR EREET 1 HRR, 
# W 5 Z 都 在 Rı 内 ， ep 


I— wW >0, I-ZZ>0, 


则 对 任 一 矢量 (E 0) 常 有 
zWZ' ZW Z < xz, (5.4.3) 
BAE W Z' 的 特征 根 , 朗 如 有 一 矢量 = 使 
zW Z' = ìz, 
Bi) 
zWZ'ZW'z = |1Ëzz. (5.4.4) 


比较 (5.4.3) 及 (5.4.4) BJ2 | A| < 1, 故 (5.4.2) 34 W Z Z 都 在 % 中 时 成 立 ， 
又 已 知 f 
K(Z, W) = D >) Po (Z) HP a pW ) Pha e fo 
. = < 


= 2... hlZW’)/ pp, .to. (5.4.5) 
由 (5.1.14) 及 (5.3.10) 可 知 
... = x" S (tam), ... 
q(fu > fm) Phir dri x V,,,a=m > (L + n)! N (fi ， > fm). (5.4.6) 
代入 (5.4.5) 
KZ, W) = E H — tm! NG fs 0 0)Z,. . (Z W). 


Z” Vmnm f i=l Urtn—m)! 


由 (5.4.2) 可 知 
K(Z, W) = — 


z” V m,n=m 


= c (det (I — ZWD)”, 


anom’ as—i(m1)” (det (I — Z W) 
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此 处 
-1 — m _(n— 1 = mn _ li: (m —1)! _ = 
c m Vaan T (m +n — A} m neee (n + m— 1)! v, 
这 又 证明 了 . 
K(Z, W) = SES (det (一 zW Dn, 


$ 5.5. 特征 流 形 上 的 调和 分 析 
仍 假定 > >m, GAU = Ut” 表 一 适合 于 
UD’ = Im (5.5.1) 
的 和 矩阵， 这 流 形 以 Unn RE. 今 先 证 明 : Una 可 看 作为 M, HEDT Unm 的 傍 系 。 而 
Unn 是 由 | 
I™ 0 
(7 o.) 


定义 的 ， 具 体 些 : 车 


M” Um, \ (Um Y”! I 0 
o wA G wa) 
故 得 ;: AU) E Unn 上 定义 , 旭 


foo faota S [eD f fönn 


Us—m 
我 们 定义 
f- Jen ù=} mal) Jo Ú. `: (5.5.2) 
HIERE, Unn 的 体积 等 于 
a, _ 2ms—_#m(m—1) prr- Emm) 
D n-m E (n 一 m)! (z: 一 1)! 7 
x ` 
P,(U) = (PHO), ,PHIND)), 
40) = Nh, s fmd NG … fms 0, .. 0). 
已 知 | 
P,(V?) U W®) = PU) (Ap sa V): X Ar... tm 00 W)). (5.5.3) 
作 
f- (PCD BAD) (U) Ú = R = RA a) 
UU:=1 
因而 得 


R = (Ar. (V) © X Aty eprom WD) RCA eye z (V) X Ay... za was 0 W))’. 
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Wc f = z, AJR = 0; #Ff = zg, EJ 尺 是 一 无 向 基 ， 所 以 


(g (DD) 
J&— IE2e38. MERIH 


j [ear =p, 


此 数 仅 与 有关， 
(DB = | 三 
1 六 "一 7 
=Í. (AUTÓ =N Gos id | ë, 
UD'=1 UD/=1 

Eni . 
. B, = c/N (fis 加 03 …，0)， 
此 处 


=, _ 2mn—kmim—1lD mmn—km(m—1) 
Srn Gm) (a — D! ° 
再 在 定理 1.3.1 中 取 p = 1， 则 得 


e = 


(1 (1 一 D) = > N (fis +t, fma 03 >*t 0) Ks r [xi y `. Xal). 


iml >>in>0 
车 Z 在 Rr P, U Ẹ u,,,, 上 ， Hi) Z U BJP 4IAR BIE Xa Aq 1, 故 得 


(de (I 一 Z U’) y” = > NCh `° “3? fms 0, . °. ` 0) Xis usia (Z U”) 
1>->1,2>0 


= >: ra E ye) WD; (5.5.4) 
1 f i 


ERREI: #F0 < r < 1, 上 则 当 Z 在 rI 一 ZZ > 0 中 时 ,级 数 (5.5.4) —* cfr. 
车 AD0) 是 ll。 上 的 可 积分 画 数 , 则 级 数 乘 以 1(U) 并 逐 项 积分 可 得 


f] det (I — ZU)” U) Ú = > aj, i P/B, 


>$ 


此 处 
= IU) CU) ç 
a 二 5C e | 一 一 一 一 一 一 一 
| jJ VB; 
epia 


定理 5.5.1， 若 1(U) 是 一 个 可 积 面 数 , 对 正 交 完整 系 
[aa //6,1 


86 2 AERE P ARERO ， 


的 Fourier 系数 是 


— pmn-fmim—1) Tm mm—1) TOS . 
m= GOD = mt 1 7) fA 


WRA . f 
f ... J der (I — ZU)” y(U) Ü 
uÜr=r 
ERI- ZI > 0 PJ 8-— JR B D2k +E BE ZE bil SAP BELI Sons 
> api pP ZI/ V B, , 


ti 


$5.6. Cauchy 型 积分 


现在 我 们 只 研究 m = n 的 情形 , 其 他 的 情形 并 无 特殊 困难 . 今 往 研究 在 何 种 情形 


下 积分 
f Janae (I -z0 Ú 


HE. MEE /(U) E 3SBEESRESE:, 


定理 5.6.1， 洲 2 的 特征 根 都 大 于 1 或 都 小 于 y, HAEARN U, 


det (I — ZU) = 0. 
不 然 , 常 有 己方 阵 使 
det (I — ZU’) = 0. 
WE: 假定 det (I — ZU’) = 0, 其 有 一 矢量 使 
z(I— ZU) = 0, 


(5.6.1) 


Bp 
z=zZU 
因此 立 得 
zz = ZZ z 
HAER AES BJ BI — ED. 
在 证 明定 理 的 后 一 部 分 时 , 我 们 可 以 假定 Z = [人 tt 4,] ( 2 0) 而 不 失 其 普通 
性 。 由 . 
À 0 cos0  sinĝ 1 一 cos0 — À sinf 
det (r 一 ( = 
' 0 A.J A— sin cosh À, sin 0 1 — à, cos 0 
= 1 — (À, + À¿,;) cos0 + àA = 0 
可 推 得 
cos0 = sa (5.6.2) 


Lica 
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太 PAPIS L, 则 1 + hA < 1, + 2,, 故 可 选 一 9 使 (5.6.2) 成 立 . REREN Y EHH 
第 二 部 分 . 
由 此 推出 
定理 5.6.2， 当 I 一 ZZ > 0 或 1 一 ZZ <0 时 ,积分 (5.6.1) 有 音义. 
邻 再 进一步 说 有 表 此 定理 . 


先 扩 大 Arnt U) BEL, PERRET f PhP o > f, > 0 的 情形 ; 我 们 简写 
E 作 - 
_ AU) = Arent (U) ! 
BASO 表示 “h 2 Sh”, BASRI So RA 
Aty n 1, (U) det U)! = Apan n i CU). 
EEH fi 2 -oo 之 九 我 们 有 一 正 整 数 1 5 $, + 12 0, 如 此 我 们 定义 


Ar... (U) = (det U)! Apt, n isti (U) . (5.6.3) 
此 定义 与 1 的 选择 无 关 ， 
BE 
Aj, e, (UY = Aty 一 jy- -hj (U) . (5.6.4) 
3⁄⁄ (U) 的 Fourier 展开 式 等 于 
> aD... iD... CU) / V Br we 加 3 
N hifi ph i 
mM Z 适合 于 I 一 Z Z' > 0 时 常 有 
f(2) = 之 Daflen ga(Z) / V Baret e (5.6.5) 
>- >f i f 


LHZZAFI- ZP <0 时 ， 划 
Ja iya (1 — Zz5) 
U 


= (— az) > | ... Ja det (U)” det (I— Uuz-)-" Ú, 


我 们 有 
(det U)” det (I — U Z-1)”" 


= C (daU) 2 D 00... (U) PR ZT Br 
h>- >f i 


C > > ye 3 fa + £ (U) D... (Z) Bhet 


h>- >fa>0 i 


RAFU) 且 逐 项 求 积分 可 知 
j ... -fiw det (T — ZŪ) > Ü 


M 、 = (一 det z)” y > bD D. 人 (Z-D J M Binon se" fa 5 


í 方 De 如 PPO0 i 
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此 处 
b. „=c f - a a m" sra (U) Ú /Bk 


=c f- fo PO a = (Ü) Ú = a 
BZ # r — ZZ' < 0 时 , 我 们 得 出 Z”! 的 解析 图 数 


j Ja) det (I — Z Ü)" Ü 


= > xa. — n, fi- _ | pË- -hs an-ha (Z)/ BY. `f... 


h>- >fr>0 i 


$ 57. -TRI ELB) ERRER 
现在 研究 m = ”的 情形 ,引进 符号 


Š 9 

xi , ÔZin 

Ə=ə,=| .............. 
ð 8 


Oz Ozma 

及 Hermitian BHF ' 
A = A; = 6(I"— ZZ). 

BIRRE, h u 为 Z 的 一 个 图 数 ，Axu 表示 六 行列 的 方 阵 


2 


Om 
ra Ë en) ali) 
(> ( P È Zka Zaa ÕZia Ozjp / ici, jn 。 


定理 5.7.1， 命 ` i 
Z = (AW + B)(CW + D)” 


(5.6.6) 


(5.7.1) 


(5.7.2) 


(5.7.3) 


(5.7.4) 


为 一 变 Ri 为 其 自己 的 变形 , N) Hermitian 运算 子 A; 与 Ay 相合 (conjunctive), 更 清楚 些 


有 
Azu = (BW' + A) Awu(BW’ + AY. 
W: 已 知 (5.7.4) 中 的 A, B, C, DD 适合 于 
A'A—CC=1, CD = A'B, DD —BB= I, 
ËH 


Z= (W B' + A) 1 (W D' + C). 
微分 (5.7.4) 且 运 用 (5.7.5), 可 得 
dZ = [AdW — (AW + B)(CW + p)! Cc 4w](Cc W + p)” 
= AdW — (W B' + 42 (wD +C) C d4W (CW + D)” 
= (WB + A) 1dW(cW + DYE. 


(5.7.5) 
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因为 
du = o(dZ O21) = o( (W B' + 4') 1 4W(CW + D) 8;u) 
= s(dW(CW + D) OW B' + 47)”, 
所 以 
Owu = (CW + D) ôzu(Ww B' + A`, 
Bp l 


Ə; = (CW + D)Ə,,(W B' + 4). . (5.7.6) 
又 由 (5.7.4) 可 得 | 
I—ZZ=I— (WC +D)(WA + B)(AW + B)XCW + D)” 
- | = (WC + DYU — W'W)(CW + p), 
由 此 可 得 
[52(7 — Z'Z)6;] u = (BW' + A)[Šy#(I — W'W)Ə,] (BW + AY. 
定义 .。 几 适合 于 微分 方 阵 方 程 


Au = 0 (5.7.7) 


的 面 数 u 称 为 对 域 %ii EHR. (5.7.7) 代表 民 个 微分 方程 ,其 中 任意 一 个 都 是 二 般 偏 


微分 方程 . - 
由 定理 5.7.1 立 得 : 车 x(Z) 对 Su 是 一 习 和 夯 数 , 则 这 一 性 质 沟 (5.7.4) 而 不 变 . 


定理 5.7.2. 对 CI 上 的 任 一 U, Poisson 核 


— 1 de — 7' e — TI! e — 7 FAN’ 3. 
P(Z, U) = TES (det (I — Z'U) det (T — U'Z)/det (I — Z 7')) (5.7.8) 
E Z KAR. 

在 证明 此 定理 之 前 ,我 们 需要 一 个 引 理 . 

定理 5.7.3. 车 (5.7.4) 抬 Ci 的 一 点 也 变 为 另 一 点 了, Fil 


P(Z, U) = P(W ,V) | det (CU + D)”, (5.7.9) 
WF: 此 结果 可 由 下 式 
I—Z'uU = (¿ç€W + D)(I — W'U)(CU + D)” 
推出 
定理 5.7.2 的 证 明 : 
1) £ Z = 0 FFF, 我们 有 
V(G D [AzP(Z， U)]z= == V(€)(8Ə' P(Z, U))z= 
= [6 (de (T - Z'U)”) 8 (det (I — U' Z)””) 
+ 6 (det (I — Z U) ™”) Ə' (det (I — Z' Z)”) 
+ Ə (det (1 — Z' Z)® @' (det (1 — U” Z)™”) . 
(5.7.10) 


+ 60' (det (I — Z' Z)")]=, 


=: RE 
se wan. KBIR. AAMAS AEO a kE Ea: 


90 多 复 变 数 函 数论 中 的 典型 域 的 泣 和 分 析 
由 于 
det(T — ZU)” =1 +n > > m; ty Ñ+ z; 的 高 于 一 次 的 项 


i=] j=1 


det (I — Z s =1—nx > > |z; + zi 的 高 于 一 次 的 项 
可 知 (5.7.10) 等 于 
f nUnU —rI=90, 
2) 因为 空间 R 对 (5.7.4) 来 说 是 可 递 的 ， 所 以 由 定理 5.7.1 及 5.7.3 可 以 推 得 定理 
5.7.2, 
命 x(U) EC 上 的 连续 夯 数 ， 旭 积分 


“(2) = | Pz, uD (5.7.11) 


当 ZER 时 定义 一 夯 数 ; 运用 运算 子 Aa 到 积分 号 下 , 则 由 定理 5.7.2 立 得 
Ar(Z) = 0, 
BD (5.7.11) EXMA. 
自然 的 我 们 就 有 了 “Dirichie HE”, Bl 
1) 对 一 已 输 的 Í (U), (5.7.11) 是 否 适合 于 (5.7.7) 的 唯一 解 ? 
2) 是 否 lim u(Z) = u(U)? 


u(U) 连 烤 时 ,这 一 问题 有 了 完整 的 解答 ， 见 华 罗 康 [8] ,并 将 在 华罗庚 、 RAÆI, 2] 
ER AURA ARAR PERR RRRA AAR, 


第 大 X 
对 称 及 斜 对 称 方 阵 双 曲 空间 的 调和 分 析 


$6.1. 对 称 西方 陈 上 的 正 交 和 采 
现在 研究 具体 地 求 出 Rr 上 及 Cu 上 的 完整 正 交 正常 系 的 问题， 先 研 究 变形 


T=USU, (6.1.1) 
这 一 变形 变 对 称 西方 阵 5 AARAA T, 此 处 是 一 西方 陈 。 将 对 称 方 阵 S = Cey) 的 
元 素 排列 成 为 | 
fn V 2 sus °... M 2 ias S22, "£ *° 5 M 2 sms etg $s—1,n—1 > V 2 sains Snny 


这 看 成 为 一 个 =. (n + DEBRE MRE. 并 将 对 应 于 了 的 矢量 写 为 上 如 此 则 当 
S 经 过 (6.1.1) TEA TRR, $ 也 狼 过 一 线性 变换 而 变 为 (这 一 绪 性 变换 的 方 阵 是 
二 n(n + 1) 行列 的 ,并 且 我 们 知道 它 就 是 D 

再 从 矢量 * 做 出 =n, 则 :是 一 个 


(se +D +i): 


(二 ro 一 D) 


HERRE, EL HIT RRE EA LRE 
(u), (6.1.2) 
su 中 的 支 量 是 s BJ J RERA. (E— j 次 齐 次 式 可 以 表 成 为 :四 的 支 量 的 线性 组 合 , 且 
庄 支 量 间 无 任何 线性 关系 . 
定理 1.5.2 及 定理 1.4.2 gA 了 章 雪 示 可 以 分 解 为 如 灰 的 不 可 分 解 的 表示 的 直 和 ， 也 
说 明了 s; 的 | 次 齐 次 多 项 式 所 张 的 空间 可 以 分 解 为 以 下 的 一 些 子 空间 的 直 和 , 其 维 数 各 
为 N(2 h `: ° ..2f), h + --: + ), = f. 张 此 子 空 间 的 支 量 命 之 为 
PPAS) 一 1 2 NCO fis tta 2fa). (6.1.3) 
34 S 经 (6.1.1) 而 变 为 工时 ，(6.1.3) 经 Ar, e2 (U) 而 变 为 PE n CT). (61.3) 所 成 的 
HARE Su 上 是 正 交 的 , 即 


j. Pim CS) PE m 5) Š = Si dr, B 


— s EAN AE DRE A rh aa Da ED aE Aa o o ot 99 Te E 
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此 处 积分 元 过 已 在 $ 3.5 中 定义 , 命 


gp... (s) = PEt), 
Ph... fa 
H (65 (S) 是 61 上 的 正 交 正常 系 。 
$ 6.2。 核 的 在 子 空间 中 的 射影 
MERRER 
Wh (ST) = D 0... GS) Wi: (6.2.1) 
首先 有 | 
J Fama DS = NG 名， (6.2.2) 


由 于 Py... (S, S) 与 S 并 无 关系 ,因此 得 出 


LRE EE $) = N(2 fo ° oo 2h). 


_ 
TGS 
I,.... (S, S) 虽然 如 此 简单 ,但 是 具体 算出 (6.2.1) 知 不 简单 .现在 把 这 运算 侵 壕 如 
TF: AEN hs teo fa) 的 次 序 。 f> g, BN (ñ, tts f) > (go tt 8a) HELK 
h = gf gi F > 8;， 如 此 把 所 有 的 表示 都 可 以 依次 序 排列 出 来 ,由 (6.1.1) 
可 知 l 
A... oT) = Ak... tlU) Ay... (S) da... CU), (6.2.3) 
由 An, (S) 的 元 素 所 张 开 的 线性 空间 命 之 为 二 . 显然 当 SEH T it, LEJHA, B 
是 一 不 变 子 空间 ， 这 一 不 变 子 空间 必 能 表 成 对 应 于 Ap oesi O 的 子 空间 的 起 和 ， 从 
具体 的 性 盾 极 易 看 到 (2 g1，，…, 2 gs) S G h, ,2 四)， 和 他 且 千 号 情形 一 定 出 现 。 
命 ` | 
oA, (S) Ay... T) = Slan CST)), 
HH S E THA S = USU RT, = UTU 时 ,此 式 不 变 , 朗 上 式 等 地 
Xisal ST). 
HAER ER, 
Xit ST) = > c Panen (S, T), . (6.2.4) 


HE o+ 0， 这 一 线性 关系 显然 是 可 以 反 转 过 来 的 , BU 


L... (S, T) = D, d. Xp z CS T), (6.2.5) 
所 以 今后 可 简 书 为 | | 
I... (S, D = p,.... (ST), 

今 往 痊 与 一 个 有 效 的 办 法 算出 (6.2.5) 的 系数 来 ， 由 于 oz 与 d, AH < f MA 
定义 , 仿 定 义 当 之 g 时 ,cj.s = gj,g 二 0， 由 于 指标 J = (h, io f) BEHR, STA 
把 f 看 成 为 一 个 单 码 , 郎 依 序 定义 f=1,2,3,: 7. MWERA 


第 六 章 YEARNS AEA 93 


C=(cç,zi< ek 及 D= (d, ist, z <t 


此 为 非 奇 异 的 三 角形 方 阵 ， 
今 研究 积分 


f, J rxs T)x,(T S) Sİ, 
先 由 (6.2.4) 再 由 (6.2.1) 此 积分 等 于 | 
5 Cah Í, J zs T) ,TS) Š T 


h&g 


=>. E Ef [OPT ape PES 
hag £ i 


一 > > > Cga Bij Opa = N > cz BC1ps 
heg 


h&g i i 
Í, | wcs T) XTS) ST =o (6.2.6) 
及 
j J zas T)X(TS)ŠT = Ne, £O. (6.2.7) 
命 
B = | {wsT) Xe 5) ST. (6.2.8) 
H (6.2.6), (6.2.7), (6.2.5) 及 (6.2.8) 可 知 ` 
D dB = 0, # z<] (6.2.9) 
A<] 
及 
D dja Br = N cua. (6.2.10) 
A<f 


显然 ,对 任 一 万 方 阵 , B = (B,)i<a r< k 是 定 正 的 。 方程 (6.2.9) 及 (6.2.10) 可 以 用 
AERE BHF: 


Ni cia x x 
0 Nac x< 
DB= 2 52,2 =K, 
0 0 ... Nk CR 


BH ws 可 以 用 Be 及 天 之 元 素 表 出 来 . 但 K PETRARKA, 因此 我 们 必须 另 想 办 
法 ， 把 方程 租 (6.2.10) 变 为 另 一 方程 组 且 用 递归 法 解 出 &r,r， 求解 时 将 用 到 Bi.s 及 其 他 
一 些 易 于 算出 的 常数 ， 


t 


94 SAEED AT 


命 
a = | z,(s8) š. (6.2.11) 


H (6.2.5) 中 命 S = T EX S 积分 可 知 
> di,g ce = N (= N (2 fo * 5 2f,)). (6.2.12) 
g<? 


34 f£=1 时 ,显然 有 din =N,/%. 假定 当 f < k —1 时 dig (8 一 1 j) 已 由 dr, 及 
a, 表 出 , 今 往 研 究 =k 的 情形 。 由 方程 (6.2.9) 及 (6.2.12) 我 们 能 算出 以 下 的 方 阵 关 系 : 
dn 0 0 += 0 Bus Bes `, Bi @ 
da da 0 >> 0 Ba, Bas ts Bais % 


se 


dr di, di, ee dy Bri Brzo °... Brt- Og 
du Pus *, ... 
0, duBuz + duBrz, ***, F (6.2.13) 
.0， 0, e- NF 


右边 的 三 角 方 程 是 非 奇 异 的 , 盖 由 (6.2.10) 可 知 其 对 角 线 上 的 元 素 蕴 不 等 于 0。 F 
3 D Æ C KUHE, IA 
Bu, B2，……， 有 -0 
Bas Bx, ***, B. G 


ew s a 0 ee o s oso ses sns... .... 


Bi Biz, tetto Bitis Gy 
BÆTTRI. we 
(CRT ditt’ dy) = (0, +++, 0, N) B”, 


U do e, d 都 可 以 用 Bz 及 di 表 出 来 。 于 是 剩 下 的 问题 在 于 算出 Bre 及 a, 的 数 

值 . `; 

”和 任 一 西 对 称 方 阵 S TARRA S= UU', 此 处 U EBH. @y T = UW U', 由 于 
Xj (S T) = Xr... i (UW U) = Xp t, W), 


B = f, š| OLOW. 
用 (3.5.19) 可 以 算出 


Bre = VEn) C ff Xall, +», e5a]) X 


26220 ,2=-2>0,20 


x en, em]) J le ea) dO, dbn, (6.2.13°) 


IKu Lauan 


BRE HARRIAREN iE T 95. 


其 中 


#n(m—1) 


c=2 ' KO 


由 于 
' ⁄ L (0 9) . 
el? 一 e?n 一 2 isin 1 (0, — 0a) e? ° ñ (6.2.14) 


可 知 
I n(n—1) 
B, / = V(&r) C2 °? fef Xelle, e, ei0n]) X 


2z20,2---2>9,,2>9 


X Xle, e, ea) TT sin 二 (9. 一 0.) dð +da. (6.2.15) 


ISun 
以 下 的 计算 方法 在 实际 运算 时 较为 方便 。 由 (6.2.14) 可 知 
| ei?» — et | = 2 sin > (0, — 0.) sgn (0, — 0.) 


= — jfet 一 etH) e Si(0,+0) sgn (0, — 0a); 


TT 1ee—|=(— phe ][ Ce — e) emi sgn TL (0 一 0) 
1<u<u<n . lp <> ín - 1&v <u<n ` 
由 此 得 出 | 
Bie = V (Cn) C(— ED f ... f Xall, +. , en] X 


220 >>> 


-ÉO teten) 


\ X Aler, see) ][ C — e) e d0,: ' - d0,. (6.2.16) 


1&v <pEn 


由 于 
Xl ler, ..., en] ) IT (ezev — e'e) 


1< luan 
是 一 形 如 Mg g LE , EA WRP, W Xie (le. e een]) 可 由 S-B4 38 
表 出 , 因 之 对 任 一 具体 情形 都 可 以 计算 得 出 来 . 但 美中不足 的 是 并 未 算出 Bi.s HRR 
FRE. , | : 
§ 6.3。 % 的 正常 正 交 责 数 系 
由 .上 节 的 结果 可 知 
f Pua, . (2) 


也 是 R 域 的 正 交 完整 系 , 因此 问题 在 于 算出 


p= |, w. 2 PZ, 
Ri 


en 
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已 知 此 o, 与 i 无关, 因此 
ps Nay, "n fn T Í. Fi en ,, Z Z') Z. 
II 
”由 于 (6.2.5), 因 之 我 们 的 问题 在 于 算出 
f, 4.22). 
Rrr 
H (3.5.2) 可 知 此 积分 等 于 


maD opo, 
2: fo fof TOIR- REER BI AA dh 2, 


<< <a i <k 


2h .. Aln 
n(n+1) ài Ài 
=2 2 Bb hite Àn dÀ: >- dÀ, 
h< l Rl ,Mls 

n(n—1) 1 1 

=2 2 sj... Í DE 5 
0 0 iesin 
n(n—1) 


ares 


1 1 
= 2 wf ... Í > Bi Ala Math,+1. ` -Alate tlta dà: - ` dÀ, 
0 0 jo 


n(n—1) 1 1 1 

=27 m, S apa 1 . 1 o 
之 ， "latl l, + L, t2 lnt e +L +n 

=> zen D(l,, e; la) = 
HOH G Oo+i + 2) 

1<i<i<n . 
,这 里 应 用 了 以 下 的 

引 理 . 
Fol dl S E 
a dst la +... +L, H (+i) 

1<i<;<n 


证 : 34 n = 2 时 ,显然 为 里 ， 今 假定 当 = 一 1 HERR, Sak 


— 2” 5 (— 11 DL, ` o liai Dra eet, 1) TI (li + 1) 
l + L + 二 i=l II (¿+ h) j=1 
1<;j<k<> 
各 一 了 z N 
= —— D (DDU t has ba tts la) (E + o"! + 
fı I! (l, + Li) i=l 
1<;<k<n 


+s + e. 
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此 处 G. 等 于 lis `... I, 的 v xira. 由 于 


> (— 1V7 p(¿,, °... l-i lizis `... ln) m = oD(ll, `... ls) > 
i=] 


> ( 一 1) DG(¿,, eee, h litis * "995 L) p 一 Dh °... la)» 


i=1 
BIRET 0, 故 得 定理 . 
56.4. 斜 对 称 空间 的 特征 流 形 
(3.6.2) 及 (3.6.16) 所 表 的 流 形 作为 Sun 的 流 形 Ein, 其 上 的 体积 元 素 已 由 $3.6 定义 ， 
研究 变形 
L=UKU', (6.4.1) 


此 处 A L 35 fE. K = (ku) 的 元 素 排 成 为 
ku; `... kins kns `... Rins `. 5 K,—un5 
这 看 成 一 个 二 (xn 一 1) 蕉 的 矢量 ,用 名 代表 ,将 对 应 于 工 的 矢量 写成 为 1, 则 当 基 处 (6.4.1) 
WEJ Li, kR U 而 变 为 1. | | | 
矢量 AD 是 一 个 
(FD +t- 1)! 
n (lLsG-D—1)1 
MEB HELET HAR Es AE | 
(US), (6.4.2) 


由 定理 1.5.3 及 定理 1.4.3 可 知 , kU) AER ARDA AT EE, 其 维 
数 各 为 N(fi, fu f: hz: ' .). 张 此 子 空 间 的 支 量 命 之 为 
di. jiga (K), ¿=1,2, "5 N(f, fo to hs `. .). 
我 们 不 难 证 明 
0, # (J) £ (g) B = j; 


OZ m=] 
fan (2) 9 P # (j) = (g) K i= j 


0, # (f) £ (g) mk i= j; 


OCK) YOK) É -| 
|. 9 J5 Bp EOW R i=; 
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超 球 双 曲 空间 的 调和 分 析 


$7.1. 超 球 多 项 式 
为 了 读者 易于 了 解 起 见 ， FEROE RA ARARA ET 超 球 


多 项 式 的 定义 是 : 当 %> 一 > 


T(r I + ÀA = ` 
PW = 一 1 一、 人 人 一 š 2 7.1.1 
(ë) 2, ° ) TOG 27) Q2E) ( ) 
用 级 数 展 开 法 ,我 们 可 以 证 明 
(1 一 28 + wD = S POCE) w”, (7.1.2) 


我 们 并 将 用 及 关于 超 球 多 项 式 的 Rodrique 公式 


p21 pü) _ (—2)” [T(m+A)T(m+224) (ad N/m 
(一 的 和) = S TPT (Z) G=- (7.1.3) 


关于 这 一 公式 的 证 明 , 蔬 者 可 依 以 下 的 提示 自己 补 出 .。 “H (7.1.1) 证 明 一 46 2 paG) < = 
= 2A PRIP (E), FAIRE. 
假定 1(€) 是 一 个 在 [十 1, —1] 之 间 且 有 m 次 微 商 的 画 数 ， 由 (7.1.3) 可 知 


全 KE) PRCE) (1 — ei" dE. 


— (12T (m + 2) T (m + 22) anm} | 
m! TO) T Qm + 2) j (e) (+ 2] (1 — Erti ae, (7.1.4) 


用 部 分 积分 法 可 知 ， 
- f (ZY G — pmt gG 


sKo( 4 aerea Eiro (gy a- ert ae, 
由 于 1 > — L, ik 


(Ga) er 
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因 得 


99 


人 Ke (Z) -i | ( 5 a- er ae, 


bin JA EHE 
(K€) PPO G et ag 


2T Cn + AEC + 22) (H maf d 
m1 [ Q) Tm + 2A) 人 £’) ; ($ 


如 果 (和) 是 一 m 次 多 项 式 ,其 最 高 方 次 的 系数 等 于 a, 则 得 
WOOR — ech as 


— 2"P(m + ATG +24) ， 
TQ) T Om + 22) 


MOLZ 


[a - ere ag 
m r Ayr(1 
_ 2 rem + DTO +20 r (e +A + L)r(;) 
TOJI Qm + 2) FG + À + 1) 
特别 取 f(6) = PICE) H5 (7.1.5) 联合 可 得 
[E PPE PROU — E ge 
0, 4# lfm, 


= 252 x] (m + 22) 35 |= m 
TAY (m + D) TG +1)? ` 


IZE (7.1.5) PI CE) = ë! , MIH 1 2 m it 
WOK — eh ag 


= (1) ZTC ED Tim + 20 
[I (A) T (2m + 22) 


34 1 一 六 为 奇数 时 ,此 积分 之 值 等 于 零 . l — m = 2k, 则 由 于 


r &r=(1 一 ra m+ dë, 
一 ! 


m 


[i ee a = grtt ag = [eG — rtt ag 
一 1 0 


r(*+2)r(e+2 +) 
—  TG@+m+À+ 1 


> 


MOORE ea 


(7.1.5) 


(7.1.6) 


(7.1.7) 


(7.1.8) 


,# 


0, ` # 1 < m 或 1 一 m 是 奇数 ， 


= r l TG — 2k + 22) , # l= m+ 24. 
2A kiU — 2k)1 TOTU — k + À + 1) 


(7.1.9) 
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Í1F— m 次 多 项 式 (6) 一 定 可 以 表 成 为 
KE = > wp 和 D(E) 


I=0 f 
的 形式 ， 乘 以 P(E€) (1 一 Ent, 且 由 十 1 #J —1 求 积 分 可 得 
= 22-1 (TCO) Q + A) T (2 + 1) 

x [(1 + 22) 


由 此 显然 推出 


全 Ke PPE) (1 — gt as, 


定理 7.1.1. AE IE— m REAR IE) EAF a = 0 (0 S 1 < m — 1), NIES 


PUCE) 仅 相 差 一 常数 因子 . 
根据 这 一 表 法 及 (7.1.9) 可 得 


pm TCD 和 moth 
2” io kITGm — k + À + 1) 
在 下 文中 我 们 还 需要 以 下 的 公式 : 
当 y>>4 时 . . 加 


PU), (6). 


Poe) = T Oa 三 cx PW a(E), 


此 处 : 
a= 2 — 2k + À I( + v — i) I (m + v — k) 
k! Tow- Tlimtàiti—-k)’ 
KARMEN AA: 由 (7.1.1) 及 (7.1.10) 可 知 
Lgm] l 
w) = — 13: _ TO + m — s) 说 一 2 
PaE) > C D IQ) TG + 1) I(m — 2s + 1) Q28) 
_ TQ) So ytms) m2 241 
To) < IG+1) £ #'iI(m —2— h + À + 1) 
rO): w 
| = FG) 2 > e Pia (8), 
此 处 


= — y TG + m — s) (m —2# — 2k + Ü) 
“ E, Dr 2s k FAHI) 


sroti PEN IO + m — s) 
_ x= Di ) Fe te 


— rr 
站 了 (一 人 Tom 一 上 十 人 十 1) 


(7.1.10) 


(7.1.11) 


(7.1.12) 


P), 2] (6) 
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(注意 ,此 处 用 了 以 下 的 公式 : 命 Afl) = f(x + 1)—J(z), Aa) = A4-1(Af(x))， 


a — ` — y: í 4 _ Tc 十 pp T (z + x) 
m a= ( Y(T) ieta D. 由 于 和 站 二 二 = (Bit 


+ A [G@ + x) _— _ I(a — B+ 1) I (a + x) 
相知 当 « > nb a T(B+x) T(a-—B—4a+1 T(B+x+ 2 ` 
$ 7.2. 球面 上 的 调和 分 析 
MYRR” HRAM 的 单位 超 球 面 (或 简称 球面 ), 朗 x = (i te, n) 适合 于 
zx = 1. (7.2.1) 


习 知 这 球面 有 次 之 襄 变 数 示 示 法 
x, = sin 0;: +- sin 0,_, cos 0, , 1<r<nx—1, 


x, = sin 0,: sinO,, sin 0,_,, 


其 中 0 所 变化 的 范围 是 
0 <0 <x (1 rn — 2), 0 < 0,_, < 278, 
在 这 种 天 法 之 下 , 超 球 的 表面 积 元 来 是 
è = |sin”20, sin °” 0,- - sin Oa- | dO,- - -dOa (7.2.2) 
FERH 2RIEI F BJ— 4" 126 ERR. 


Mu 表 一 实 矢 量 , 做 这 矢量 u BJ f 次 对 称 上 al, 朗 由 支 量 


' ; ` . 
J h uite, h T+ Tj,=1 
n!’ fa! 


所 成 的 矢量 ,这 矢量 的 维 数 等 于 
N= 站 ao 上 1 二 一 1， 


易 证 
故 


UND = (wv), 


xU = 1. 


今 研究 实 正 交 变 换 
由 此 得 出 


v=uT, TT =I. , (7.2.3) 
yil = ul T”, 
今 往 分 解 xb] 为 不 可 再 分 的 子 空 间 ， 显 然 
Cuu) uta 

是 u 的 一 个 不 变 子 空间 ， ERMER ET N AÉ, ARER TU 可 以 分 解 为 以 下 的 直 
和 

Ti 十 Ti- 十 + Tiag. (7.2.4) 
习 知 这 些 T, 是 不 可 分 解 的 (Murnaghan [1], 242 页 )， 逢 且 是 互 不 相似 的 ， 此 处 T, 是 
N, 一 N, 行列 的 方 阵 , 不 妨 假定 他 们 都 是 正 交 方 阵 ， 命 Tu 所 行 施 的 子 空间 的 矢量 
Vi-ulu) 的 支 量 是 
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(uu) pPalu), ¿= 1, 2, 5 Nj- 一 Niit. l 
用 以 上 展 用 的 方法 (Schur 引 理 ) 可 以 证 明 
定理 7.2.1。 3 r +í B ;= ji, Hl 


(ep oP z = o (72.5) 
及 . 
. f leew Ë+ = B, (7.2.6) 
此 B, 与; 无关. 
命 . 
pelu) = PP u)/N B,, 
则 这 些 画 数 在 球面 上 成 一 个 正 交 正常 画 数 系 . 
87.3. 核 在 子 空间 的 投影 
现在 我 们 研究 画 数 


O, (u, v) = V,(u) Vo) = > YP (lu) o), m = N, — Nm. (7.3.1) 


显然 对 任 一 正 交 方 阵 耳 常 有 
O, (uT, vT) = VuT) V UTY =V u) T, T, V0) 
f = V4) V oY = @,(z, v), 
故 Olu, o) JLIF2F2S F B0— A R2F5r 7 由 不 变量 论 中 的 定理 (Weyl [2], 53 B) 可 知 
O, (u, v) Euu, ov Buv 的 图 数 , 又 @,(w,v) Eu 中 元 素 的 r 次 齐 次 式 及 v 中 元 素 的 7 
RERA, 因此 , Q, (u, e) 可 以 写成 为 
(u, v) = > cn uv ) (uuv Y, 


0<i<yxr 
如 4 = x, o 二 yy 肯 在 球 上 , RIS 
Dlr, = D only yY 2, 


0<!<šr 


命 之 为 l 
@,(x, y) 一 O-(E)， E= xy, (7.3.2) 


IEE T x 3 y — JA rh ESE 456522 8 5 AE. 
由 公式 (7.3.1) 及 (7.2.5) 可 知 


0， E + = r> 
ho no ns =1 (7.3.3) 
7 N, — N; #r : = r. 
将 (7.3.2) A (7.3.3) 可 知 
0, == += r, 
| | QCxy) Oxy ) 2y = { (7.3.4) 
vgy N, 一 Nrs # s = r. 


v 


解 此 可 得 
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固定 了 x。 有 一 行 询 式 是 1 的 正 交 方 阵 了 使 xT = (1,0,…,0) 对 y 积分 并 施行 变 
换 w = yT, 旧 得 积分 (7.3.4) 等 于 


ff, Q, (w) Olm) wir = 8 f ocw) Qw) m, 
此 处 gy 等 于 (7.2.1) 的 总 面积 ， 行 变换 
m=, m=- EDE, 2<[i<n, 


则 得 积分 (7.3.4) 等 于 
D| ou) od i=2m |..| ooo) e deci 
j, del V —wi— `... — wn- 
= 28 [orte Ow dw | .. dwr ‘dwn 
VE 
一 2 F QED QE) (1 — 9203 48 全 人 Er dina 
T E+ etel EL Vi 一 一 和 一 . 
= =a |" 9-(6) 08) (1 — EE ag, (7.3.5) 
HAES E 82 + O +E 二 1 的 总 面积 H (7.3.4) 及 (7.3.5) 可 知 
+1 0, # r= s, 
Í QO,(€) OE) (1 — 20- qg = | (7.3.6) 
-1 (N, 一 N,-,) /% 87, EË r = s. 
由 定理 7.1.1 可 知 
QE) = P(E), (7.3.7) 
今 往 定 出 c 来 . 由 (7.3.6) 及 (7.1.7) 可 知 
NN:—. N 


Ta m af PEOP — i 48 


2 x [ (r + z — 2) 


“CEC + 一 por 
eee ee ee 


4850 . 235 [ (z + n — 2) 
二 十 了 一 1 _/(n+ r—3\\ = >— >=" 1 _ Y 1 _ 2 
x (CH) Et arere) 
1 1 1 
+ —n— 1 (+ _ 1). 7.3.8 
(U 2 )r 2. ( ) 


Dz’ 


x 


部 得 


ce = 


anam a a AE s 


ORANAN: 于 
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由 此 得 出 
=—1 l, - l, - m e kr pP” uv 
Q, (u, ç) w. (r+ > 1)r(+» 1) vv) P; "( =): (7.3.9) 
57.4. 特征 流 形 上 的 正 交 有 
Riv 的 特征 流 形 Erv 是 由 以 下 的 点 
# = e'? y, 0<0=<“x (7.4.1) 


所 和 组成 的 ， 此 处 * 是 x 维 空间 的 实 矢量 之 适合 于 (7.2.1) 者 . 这 流 形 上 的 体积 元 素 是 
ú = dô - +, IE t ELA S 7.2. 
PE ut, kn $ 7.2 fEH pO Cu). u SAATA ER 


{Cuu Y d, (a)), i= 1, t, Nga 一 N;—u+n 
HEN. 
由 一 般 性 的 定理 立刻 得 出 
ETAL EJER ERRI + j WE 
|. Vua) UP Paa = 0, (7.4.2) 
易 一 方面 易 证 | 
|. le pig) a= j a| a Pe = 7, (7.4.3) 
$ 
. (u u D G) E - (7.4.4) 
E Ciy 上 的 一 个 正 交 正常 夯 数 系 . 


由 此 及 (7.3.9)， Ç. 1.41), (7.1.2) 也 可 算出 
H(z, u) = = > > Y (zz) Gu) Eal) $O), G) 


m= 0 I<£m i 


= 1 > > (z zuu) Onal, a) 
T meo km 
1 
Tr- 1) = n OTINI 7 一 /7 Z- 
之 È (r21 +> 1)læruu) (zuu)? x 
m=0 I<1x 2 , 


qn zu 
x P's! ( =) 
m= Vz zuu 


Jai) Z erro P(E a) 


V zz uu 
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r°) 


2Tr 才 +1 
附 记 。 由 于 uu =e, we 一 可 知 


11—228 + un =uuluu — 2 zu u + zz) 


(1 — 22 + zz y hn, 


= u (uu — 2 z ' + z z') = uu (u — z)(z — z)”, 


因此 Cauchy 公式 变 为 
r -一 姑 :0 iOn 
o-i Jeg eoe s 
2zr 雪 2+1 Y (Ce? x 一 z) (e x 一 zy) 


-Gp | — c e, 


pa Y ((x — “° z) (x — e" ¿221 j$” 
S75. Rv 的 正常 正 交 完整 系 
在 Riv 中 已 知 
{(zz dya (z)) 
是 正 交 完整 系 , 今 往 算 出 
Í ... | |z z |” | pale) Pè = trt- 
Riy 
jil 
| se f |zz |? Ojulz, 2) š = (Njn 一 Ni—u+n) Tatae 
Riy 
如 果 从 积分 
[f (erler bs i 
Riy f 
算 起 ,大 不 容易 . 现在 我 们 另 用 他 法 . 从 域 Riv 的 核 图 数 的 定义 可 知 
wa ign] 
1 十 2 一 232 4 = |z z |” $2, z) 
Ve Š zp = Z > Trma 
o gml |z2 p(n—21+ Z 一 1)r (z 一 1) 
_— A 2 -2 I p 
“2 > 2mšn Ti, m=z "= (9 
r(ia—1) - igm] m — 21 + — 1 
s E rP —_ 2 rre), 
2r?” m= 0 . ileo Tm ” 
itk £ = =z'/|z='| 
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(7.4.5) 


《7.4.6) 


(7.5.1) 
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另 一 方面 由 (7.1.2) 可 知 | 
(1 — 2£ = + u) = > P(E) u”, 
部 得 
2 _ zz 一 4 一 m (n) 
| T agy C tler 2zz) yag È lr POE). 
比较 系数 可 得 
T( 二 一 吉 Bam m—=21+ 2—1 pn, 
一 pg(6) = (G ) > : GQ. 


VOS) 2 pē” I=U Ti, m=z 
再 由 (7.1.11) 可 知 
Pae = T Tas š cx PW (e), 


此 处 
a = n —2k + TG + v — A) (n + > — Ë) 
KTC — A) T(m — k + À + 1) ° 
因此 
r(>-1) (m2142 = 1)r (1+2 +1) + a= D 
VR) Tn) 1 T(z + 1)r(m—/ +2). 
rt 
2" Ty m-ar 
故 得 
1 1, - 
a= NET (+n + 1)r(» + 2 中 
2z} r (1 +. : n+ ire +a _ D 
总 之 ,我 们 证 明了 
f | |z z |” Ou (z, Z) š 
(+) Tt) 
B+ (n+f—21—1)! m” 1 
Nj- 一 V(Ry) = > PTI 


(j — 211 (n — 1)1” 


(7.5.2) 


= (7.5.3) 
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及 


Daz Z) = —L (r-21 十 上 >， 一 ir (1, 一 1)1zz] ra p| ka ( zz. )， 
2n?” 2 2 | zz 


公式 (7.5.3) 等 价 于 


f fierra (E): 
: [| 


sI 


= (=) usus (7.5.4) 


(f — 21)! (a — 3)! 1 -n 
r(: ++ 1)TG +a—1) 
在 以 下 几 池 中 ,我 们 将 用 直接 法 来 证 明 (7.5.4). | 
57.6. 化 重 积分 为 单 积分 
fir z = xtiy, 域 Rıv 由 以 下 的 公式 定义 : 
l> xx + yy + 2 xxyy 一 《xy )2 
($2.5)， 研 究 积 分 
一 ... A —2z z A 
r=: ne . | (7.6.1) 
对 一 固定 的 x, 作 变 形 
y= Vx u, 
则 显然 有 》 = (rira, 于 是 积分 范围 变 为 
| 1 > x” +u +2Vuu — (auar Y’). 
有 一 行列 式 为 工 的 正 交 方 阵 使 


xT = (Vxx ,0,...,0), 
作 变 形 
ul = (£, v), 


此 处 sv 是 一 (n — 1) 稚 的 矢量 ， 由 于 
zz = x + yy = x (1 + £ + v 
|z z Ë = (xx — yy Y + Ary’ 
= (x=) [1 —  — e”)? + 462], 


I= f GPE) ( 


toar UHE Hov TV yor ) 


o Adtres d 
i ) Ett, 


| eh 
i na: a P aee a sue saq Fb 


~ 
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又 由 于 | 
全 f (x x 人 1 £ = 2=š° f r”! pettu dr = — r?” At 


zar <a r(+ n)” r(+a) f+n ? 


r= m. ) 4 Í {| tee ta yy (a —_e_ +a x 
r — 7 n _ 
2 


xr F yE ren) | ° 


` mt" 2” ， 
一 ... ... dë ó, (2.6.2) 
Eyi dL 

2 >o 

fr ovv =r, g>, n =N Pe, Hl 
dv, = -— m. 
. Vy — 地 一 一 2 
故 (7.6.2) 等 于 
a z? (HEHP [(1—é6— 7)+4 823 x 
BE n) Gta) P00 > 0 : 
820, n>0 
1 + ë + 2 2 dy 
F dë dey: . ‘dtp. 
(a T) VP- 
由 于 
= dd n T f. | v, 
3 Vp "— ys > o 7 = 
7920, S20 
. _ g go~) 
= 22 1 _ 
r(+ @-1) 
可 得 


n?” a” ntad — f 
r(l;,)a+ o r(e > r (lLoe- 15) 
xia — £ — 2)2 + seve ( = == =) 7” d£ dn 


= hrs Are 5 [Grerrr2D mi +4 x 
# n 一 


1 + £? + x° .\ a2 
xF g” dé dy 
(a s) 


I= [pater m+ 2069 x 


PER ERNEA 


〈 此 处 用 了 习 知 公式 T(x) r [z + +) = n? T (2x) + 21) ~ 


注意 
Q e — 0 + 48 = (Q + @ + 9): — 47, 


换 变 数 ， 
r = 1 + ë + 
` 27 > 
立 得 
工 十 下 < < om 
27 
£ ° 
D —_ £ _ ydr 
dt = — dë, dg = 一 一 一 -一 一 ， 
. 7 297 — 1 — 7 
. 故 


2 n x”! 


r= (f + n) [@ — 1) 


xr (==) 一 一 上 一 一 
Va —1 V277 — 1 一 六 
由 于 | 
` d. — 
j... V27: -i2 
故 可 知 


一 一 m " 
一 TO fe 
$7.7. (7.6.3) 式 的 另 一 形式 
命 


Vr 


T 


Mel 


i 三 


dr = — (P — 1) ° de, 
故 (7.6.3) 变 为 


TCD 
为 了 证 明 (7.5.4), 我 们 只 须 证 明 
N (z + (V — 1) m+n) (p2 一 1) p Ct) d: 
(21 + m + n) (n — 2) H (2—3 + mir (m + 二 n+ 中 
2 mT (i+ 1 +1)rG@ ++ D 


RN 
ea 


| | 2-1 (ç + -H+ (一 1 x 
0 (1+-n3)/29 


m" f (z+ Ve I (e — 1)ke—n FG) de, 
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+ I (rz + 13 F ( u )a. (7.6.3) 
—1 ' 


(7.7.1) 


(7.7.2) 


í ` Z/A3EWESNCEA NRR 


由 Rodrique 公式 


《1 一 p) En- pen (2) 


(ay r(m + 二 ?一切 rm +a 2) 


(z y (1 一 rym+ši—_n 
m! dx 


1 
| r(+» — 1) Tm + n—2) 
可 知 (772) 与 公式 


N (z + V Ë — Di (zy (2 一 Las Tos) d 
1 t 


r(Ła) (QI m +a) (nm + nti)T Gm+n—2) 


— (7.7.3) 
QUzTH 1 1 f 
r+ + 3)re +a + DI(m +a 1) 
i. ELLER, HATERA IHI8 EER ELIPA S 5. 
命 
t = cosh x, 
则 (7.7.1) 变 为 | 
— r” ” 一 | n)x . J 并 一 2 
I= GFNr 人 eito (sinh x)" F(cosh z) dx, (7.7.4) 
故 (7.5.4) 与 公式 
人 eT mtr sinh”? x P (cosh x) dx 
—3+mirím +L, | 
= I+ m + n) (n — 2) HGa-—3+ yi ( t7 +) (7.7.5) 
| 2 miT(1+ ati) maD 
等 价 . 
4 7.8. (7.7.5) 的 钙 明 
用 符号 
a =a(a + 1): (a + q — 1), 
显然 有 ' ' 
rata) —, Ila) _ -1J (1 a 
r Te TG — (—1)4 ( )a 
及 


z=% Tetta) = (+2) (+ + H) | 


又 由 超 儿 何 级 数 (Bailey [1], 8 页 ) 的 定义 可 知 , 当 |z| < 1 时 ,和 级 数 
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"rs Oby; Z 


F, K | — S (Ga (ostDs zi 
tta be 


_ a=0 q! (B). . -(Bo)a 


RERHKSK. 
引 理 1. 35 > IB 
一 (sinh x)! a — ra + 1) r G= p) | 
0 21+2 r (z (s+ n) 


KE: fire" = y, 此 积分 等 于 
` æ 1 
去 
1 v .一 
_ 1 rQ 十 Dr(t D) 
2 r(4 G+D+1) 


5HE 2. 当 s>> /时 
1 
G — D L) 


1 
0 r(+ 
f em cosh z (sinh x)! dx = s IQ + 2 
0 212 1 3 
. r e+D +3) 


E: 由 中 理 1 ,上 一 积分 等 于 

1 ( j en) (sinh z)! dx + 人 e+) (sinh z)! de) 

_ TG +D r e 1-0) | r e+1i- 0) 
> 


2 


1 Dl 
rr 全 D 对 (sr s=) — +). 


_ TG + 1) 
2 2 
引 理 3. 车 w，:…，os+r 中 有 一 个 是 鱼 整 数 ， 则 
F e (sinh x)? p41 Fp 2 > Apm — sinh? ?| dx 
0 i 13 ... Bo 
， r(+s—1) aee a AHL, AHL 1 
_ IO 2 +1) 2 > 3 “Pti 2? 5 


22+1 
2 rT(Ts+ta+t1 


- p+3 F prz 1 1 °. 
) B. Bo T HAHI, lt ms 
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证 : 把 超 几何 夯 数 的 级 数 表示 式 代入 此 式 之 左边 , 猎 积 分 后 的 公 项 等 于 


Ca C a 


q! (Bo `. (B,). 人 e (sinh xja ta da 


1 — 
= (—1)< (oz (Ge, Ja T(22 + 2q +1) r (z: 一 人 a) 
 41(BDa (Bp)a 29 p (+ + 人 二 4 十 1) 


E apl 1, 
_ (ma: ` (apta (a+ 5).0 +1) r(22+1) r(3 a) 
q! (Bo (Be)a 1 f ` _ 1 s 222+1 1 : 
? (L:+a+1) +a ; ), 5 r(+s+a+1) 
故 得 引 理 ， 
习 知 ,对 任 一 偶 整 数 2 v (Szeg5 [1], 84 M), RA 


—, +A, 1-— x 
Pz) = TOL +22) p, 1 


由 引 理 3 可 知 
j: e= (sinh x)” P.D) (cosh x) dx 


— + 4, — sinh? x 
T(2v + 22) f as pa Nn VP, VT A; 
= APT A rw (sinh F 
(2v)! IG 2) ° ° (sinh z)" F, iti, “ 


1 1 
Ls—à —v, v— à, Ì +4, A+ 1; 1 
TC2v+ 22) (27 二 1) r: ) | Ps» 2 | 


F 
+1 443 
ODIO 2 r(Łs+a+1) 1 十 于， 本 < 二 4 十 1， 1+7 一 二 


1 : ` 
_IQv+2ŅTQA+1) r(+s 2) a| —v, v— À, À +1, 1 | 
ODIO: 2H r(Sstat1) tatl, 1+4 一 二 : > 
此 处 Fi AT Saalschiitz 条 件 (Bailey [3], 9H), Pa tè + c + l = 4+ e, B a, b, c 
中 有 一 个 灸 整数 ， 已 . 知 对 适合 于 Saalschiitz 条 件 的 超 几 何 级 数 有 


F [riet] = ATU ta O ti o teo 
Y FL d,e TOA — ATr(d — a) T (d — bT — c) 


F e (sinh r)” PW (cosh x) dx 
0 


aem eme awana. AENDRE EE e EEN eC te RAAS SEERE BAER wañiysqpawapayaqa a, Q a 
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TGQv+22)T(2A+ 1) r) reta) 
DITV 2 r(+s+a+1) r(+s-3) 


rr) 
i r(Lstatp+ Dr(G rt)r(s:) 


BERD (7.7.5) 当 m 为 偶数 2v 的 情形 . 
引 理 4. Eo, ,0-1 中 有 一 个 是 负 整 数 , 则 


° : 2 
_ . O, ***, Gri — sinh? x 
Í e (sinh x)” priFp | 1? > tl cosh x dx 
0 


Bi -3 Be 
1 
TO A+1) r(LGe-D-2) “01 °°, Cptly l+ À+ 1; 1 
= a gip 1 3 1 3 . 
r(1e+ə-+2) Bı, “*"y Bes 和 一 本 "十 本 ， 本 ?十 本 十 4 


Ë: 写 下 onf p 的 级 数 展开 式 , 乘 以 o* (sinh x)” 再 逐 项 求 积分 ,得 一 般 数 其 公 项 是 


1 一 -一 一 
(eon TAt 2g 4D GED) 
Wakas Kasi r(L G+ +4+a) 


CD ` (sss e) Q + Da . 


(Bow ` (Bo)a (一 : >s 十 >), (+ (+ 3) + a), 


x IQA+1) rc 
2 r G + 3) + 2) 


故 得 引 理 . 
- 当 m 二 29 十 1 是 一 奇 整数 时 


rv+22+1), p g 


v, p+ 2 + 1; 1 — z 
(2v + 1)1T(22) Dol ` 


Pib (x) = 1 
和 十 二 
2 
由 引 理 4 FJ £ 
人 e= (sinh x)” PL} (cosh z) dx 
0 


° v, p+ À + 1; — sinh? z I 
= IQ@Q>+24+1) e (sinh x)” = Í 1 E dx 
(2v + 1)1T(22) Jo +> 
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| Le- 
_T(2vt24+1) T@+ D re D -2) 


(2v + 121 T (2 2) 22142 TERETNI 


—v, + +i, l+ 人 十 1; 1 


7> 1 一 过 二 本， T+ 二 +2 


1 
—(s— 1) — _ . 
_rest+aktDaar(e ) 一 ( ov +4+1, 4+1;1 


— 2 7 . 
(2v +1), 200 r(Le+3 +a) Eet) tA R+ 


TQv+24+1) sà r(ze-»-a) ret» +a) 
1 
2 


(27 +1)! 2 p(Le+a) +a) C3 +a) TT- 1-a) 

r(Le- 5-1 »)r(+ G+1)+»)r (e+) 

r(+e+3+a+o)r(+6+D-v)r(+6+D) 
此 处 又 用 到 了 Saalschiitz 定理 ， 故 得 (7.7.5). 


附录 一 一些 等 式 


《本 附录 中 列举 一 些 本 书 中 用 到 的 初等 工具 ,其 目的 在 于 : G) 这 些 工具 可 能 在 其 他 方面 有 用 ; Gi) 


可 以 作为 大 学 二 ,三 年 极 同学 的 课外 习题 .) 


A 


1°, 命 DCist sn) = H (x; 一 xi), HARFA 


1<i<;<s | 
i 5 ` THARE e np—-2.. .. 
用 41 $2 inel 
让 ” (1 一 z) (1 一 x, x) ... (1 一 x x; ... x) 


= Dx, ` x za) 
HOH arr) 


1<i<:;<n 


此 处 fis Iy" 5 fa 75 L2, ` *, 之 排列 而 得 , Eio 1 zi 是 1， 2, ， n 的 偶 排 列 ， 


BJ alan = 1; PETHA, g n = — 1. 
2°、 又 有 恒等式 


> 8 ps n Xis Yi Xina 
tiros in T u s u 
js iss da 《1 一 2 Xia) (L— ti Xis tiata) (1 一 Xin) 


Dls, ` * Xn) 
> 
[D G — x=) 


1<š<;<n 


Job v R — 5 的 整数 部 分 . 


3°, 
DI) a peiro a et 
re UTERET AN —4 一 ) 
AG m 2 n(n — 1))! 


sR 
f(2) = a + az + a, te 

FH |z < p Fr ek kak. 当 |x; y, | <o 时， 
f(x yi), 23 fCxi ys) 


ae 


I I I 
iatea X| (Yi ° yU 
= 
六 >fz>…m>ta0 ? L I t 
. Xe y Xa ?yw Yel 
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5°, Ë fiCx), `... fnCx) 是 # 个 具有 我 们 所 需要 的 微分 次数 的 画 数 , 则 有 
hlr), `... fa (zi) 


BGD, +, KO 

(— 15 f(x), +o, f,G) 
1121-. (7n — 1)! os 
J” Dr), ee, a) 


6°, 3⁄4 a> La 时 ,有 


. | LN _ 1 
f " j aG ET 一 24m gnat rz) T ree- art >) 


此 处 了 过 所 有 前 92 8S6XHROEBE, T= (0, T = D T den, 
， . i<k 


7°. 34 n>2 B a> + Qn — 3) 时 ,有 


人 


1 
n r(2e—s +> @ + D) 
v=2 I(2 a — z + >) 


= 1) ggs 
= 2FnneD) ppa ) 5 


m(n—1) 


此 处 K 过 所 有 的 ”行列 的 实 对 称 方 阵 ,天 = (D, K =2 + JI dko. 


i<j 


8°, > “> 一 说 时 ,有 


na 
j=0 Ila ~— j) z=0 I (2a —2k—1) 


2 


[f Jasa iy 


此 处 日 过 所 有 的 Hermite HE (Aj), By = Ais hi = Px + ihr GER) R 、 
#n(n—1) n “ 
H=2 2 [| 2z; [| 2% d, 
j=1 i<k 


9°, Z 是 m X n AATRE, 当 和 > 一 1 时 ,有 


2 
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HI ra+ p H ra+ >p 
det (T -ZP Ż = =n O e 


t-ZŽ'>0 . TI ra + D 


mna 
x 3 


m n 


DEAE Z = (zx), z = x + iya, Z = [| T der dyn. 
了 一 1 k=1 


10°, Z 是 复数 元 素 的 对 称 方 障 . 当 人 > 一 1 时 ,有 
| (7 — ZZ))1 2 


I—ZZ>0 ` 
= Tt ,_TQA+3ITQOA +5)  TOQ21+ 2n — 1) 
AFD Atna) [QA+Tn+2)[IQA+Tn+ 3): (2 二 2， 


此 处 2 = II dxix Co ， 


i<k 


11°, 命 n>2, ZE p X n 复数 元 来 的 笠 对 称 方 陈 4 À> 一 二 时 ,有 


IQA + DICA +3) I2 + 2n — 3) 


det (1 + ZZ)? Z = mēra ENEA A 
IG) +) [Q+ a+ DU TCA+ 2n — 2) 


I+ZZ>0 


此 处 过 = [I Zx dyr. 


i<k 
12°, 4 a> — 1, B > — (n + a) 时 ,有 | 
(1 — zz — VG zy: jar Q — s= + Vs) — Ë)" 


|zz'|3-+1—25s'>0 
Isz'|<1 
= _ 1 rt+D 


2 a+B +n Ta 二 站” 


此 处 > = (2 Za), zi = x; + iy; š = [| dz; dy; , 


t=1. 
13°. , 
Ú (2m) rimm) =n 
= 一 一 一 -- d I 一 ZZ K 
j: Ja Go G i 2 


此 处 Z 与 U BE mxn ARH, Ú 表 在 流 形 U U'= I 上 之 体积 元 素 ， 
14°, 


fe r F 


vü=I 


= ra pinan 人 < r(3) T TT r-t) 2 +1) det (I 一 ZZ) ke+D , 
r=): I Po 二 这 v) 


es 
1e emmm onama AB ous EE 
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此 处 Z 与 U nX n AROGI, Ù 表 流 形 UU =I 之 体积 元 素 . 
15°, Z 与 K EJE n X n KARRDI G on 是 偶数 时 


人 Jeria 


KK=I “ 


此 处 É 表 流 形 KR =I 之 体积 元 素 ; 当 n 是 奇数 时 


Q 
... _ K —_ = 2” (@— 11 $n. n—1) rG) d -Fn ， 
| f aor en O T et(T + Z2) 


此 处 K 过 所 有 形 如 
i0 


x=r[( to 1) Fo)r 
之 方 阵 ,，T 是 任意 的 实 正 交 方 阵 . 
16°. 
= iii G + lert- 2zz) 55, 


Baien 一 全 下 r(+a) 
2 


此 处 z = (CHERA P &€ = i0( 1," * Xn) » £ 是 流 形 


0.< 0 < 2x, ite + x = 1 


之 体积 元 素 ， 
17°, 
... — ——  -][| le — rp,- - d0, 
x20,2-2>09 ,2— T (1—r =p) 28 <k 
— 121- (7 — 1)! Q — >” (r <1) 
(2r) 3D ° 
18°, 


K + Ve 一 1) unta (+Y (2 — 1)=+ke- ds 
1 t . 


r(z7) Q I+ m+miT Tr (mt bati) Om +o _2 


25 T(t a +1) +a + DT (m + T a—=1) 


附 录 —. ERRERA 
1°, 命 U RRADHE, H 是 爱 尔 米 方 阵 ; Ú RESEMER, H 
表 爱 尔 米 方 阵 所 成 空间 的 体积 元 素 , 则 此 二 空间 除 较 低 维 的 波形 外 ,在 变换 
Ñ | U=(I+iH)(I—i H)” 
之 下 是 一 一 对 应 的 , 芽 且 其 体积 元 素 间 有 以 下 的 关系 : 
Ù = 2” de (1 + HD” À, 
2°. -E5 U TARR ， 
U=VAV, A= [t,t], 2m20,2:..2>0,2>0, 
此 处 V EASE. wir u, RESENRZE, NE 4 = [ei ,eto] 形 的 西方 阵 


成 Uu, 的 一 个 子午 ，M, 对 这 个 子 看 的 左 傍 系 的 集合 命 之 为 [4,] ,[4s] 也 成 一 空间 ,其 体 
RERU [Ü] s, ` 


Ú = [Ù] TT [ee — sË dO,- ,4d0, , 
` i<R 


3°, EERE H TARR 
H = U'ÀU', A = [hth], Ahs 
JEF U EAA FE 
H = [Ù] T GQ — Y dh dÀ, 
了 <K 
4°, 命 Z RL IEE Eh BE ,这 些 方 阵 所 成 的 空间 的 体积 元 素 以 之 z. Z 可 以 表 为 
Z=UAV, A= [hutt ,A,], A2:..221,20, 
此 处 U 与 V BEAJ. 于 是 
Z= [U] [| Q — aY dh- -dha 
了 <k 
5° 。 任 一 对 称 的 复数 方 阵 Z TARH 
Z=UAU, A= [0 A2:...2212>0, 
此 处 U EASE., 以 Z 表 复 数 对 称 方 阵 所 成 之 体积 元 素 。 丁 至 U, 的 元 素 1 土 1,….， 
+1] 成 一 子 看 ， U, 对 此 子 又 之 左 修 系 命 之 为 (U), (U) 之 体积 元 素 命 之 为 (上)}. 于 是 
n(n+1) . 


Z=2 * [ÍR — |a An dh- dÀ (Ú). 


i<k 


~ a e a e a; ea 
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6°. 实 的 对 称 方 阵 所 成 的 空间 与 对 称 的 酉 方 障 S Prik ARR RHE HERNIE 
外 ,在 变换 
S=(I+iT) (I — i T>” 
-Ae a 89, #E B 
n (n+1) 


nti, 
Š=2 2 da(I+T) ? T., 
7°, @ K 是 能 表 为 下 烈 形式， 


K =L FT 
932354 3R2rBE bak T 是 行列 式 为 1 2 5E3E2EJ BE CAIRAN Ot 322, 
0 Cio1 . : . 0 e?r 
| (a 0 Jtet a 0 ) ， 34 n 为 偶数 时 ; 
F= 0 EN, . 0 e 
(a Jt + ( a J to, 当 ”为 奇数 时 ， 


此 处 2m20,2-..2 0,20, "= |z]. 


.2 
命 A 为 所 有 公式 : 
(e nas (7 O) 。 当 * 为 偶数 时 : 
— sin 0, cos 0, — sin 0, cos 0, 
cos 0, sinON . . / cos, sin ON , : 
' ... 1, . 
(- sin 0, cos g) (` sin 0, cos 0) + H n 为 奇数 时 


的 实 正 效 方 阵 所 成 之 下 ;以 了 代表 OI HTA A 之 左 傍 系 ，2》 为 其 体积 元 素 ， 
EJ 


ran 
lI 
° 


T sn2(0ə— 0.) 20 -dO 2 , 


1<a<P<> 
其 中 
_ 6846 当 ”为 偶数 时 ; 
” (2o, 当 ”为 奇数 时 . 
8°. 空间 0+ SZAHARA K 所 成 的 空 阐 除 较 低 蕉 的 流 形 外 ,在 变换 
IT = (I — KkK)(I+K)! 

之 下 是 一 一 对 应 的 ,从 有 

È = 247e det (TI 一 K) he K 。 
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